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序言

严士健和刘秀芳两位老师编著的《测度与概率》是国内一流的基于测度的概率论教材. 在
学习该教材时我们对一些习题感到困扰, 但这部教材并未提供习题答案, 因此我们结合自己的
作业和前人整理的文档, 整理出了此份参考答案. 尽管参考答案可能使读者变得怠惰, 但我们
依然认为它会对学习主动性强的同学有巨大的帮助. 主动学习是数学学习中不可或缺的一环,
因此我们希望您在每次使用本文档前尽可能地独立思考. 希望本文档能够开拓您的思路, 对您
学习基于测度的概率论有所帮助.
教材中一些习题的错误已经在答案中改正并指出. 同时, 我们尽可能地收集了一些优秀的

解法, 并以“注”的形式补充了一些与题目有关的思考. 在此一并感谢提出新解法与新思路的
助教师兄以及同学.
由于我们水平有限, 加之时间仓促, 编写的参考答案难免存在不严谨、不正确之处. 如果

您在使用时发现错误, 或者想要分享新的解法、有关题目的新的思考, 欢迎向我们投稿. 为使
您的投稿有效, 投稿前烦请阅读下一节“投稿前须知”.
我们会不定期地将新投稿整合到本文档里, 此后更新的版本将在我们的博客1发布. 请注

意, 只有当文件的哈希值与我们博客上列出的值相同时, 才可以认为是我们发布的.
最后, 本文档在CC BY-NC-SA 4.0 协议2下发布. 继续阅读代表您已充分理解并愿意遵守

此协议.

编者
2024 年 9 月 22 日

1我们的博客地址——地址 1: https://map-abook.gitlab.io/; 地址 2: https://map-abook.pages.dev/
2详见https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.zh-hans

https://map-abook.gitlab.io/
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投稿前须知

首先, 十分感谢您愿意向我们以及其他读者分享您的想法! 您的投稿将丰富本文档的内
容, 使本文档不断得到完善, 对我们和其他读者起到更大的帮助. 不过, 为使我们能理解您的投
稿内容, 请您先阅读以下的投稿规范.
我们接受以下三种稿件:

1. 手写稿. 电子手写笔记请导出为 PDF 格式, 纸质手写笔记请扫描为 PDF 电子档, 或者拍
照并打包为 ZIP 压缩包 (压缩包内文件的命名需体现先后顺序). 文件内容需体现涉及到
的题目编号.

2. LATEX 稿件. 推荐使用我们的模版1. 提交时请提交.tex 文件. 文件内容需体现涉及到的
题目编号. (推荐会使用 LATEX 的同学使用这种方式, 这能极大减少我们的工作量.)

3. 网页或网页链接 (只能通过电子邮件投稿). 请将网页链接放在邮件正文, 或者将网页导出
为 PDF/Markdown/MHTML 格式作为附件发送.

请以涉及的习题编号 + 投稿者署名的形式命名您的文件, 例如习题 3.3.4-张三.tex 或者习
题 2.1.6, 2.2.1-匿名.pdf. 我们将在文档里注明投稿者的署名. (必要时我们可能修改您稿件中的部分语句.

同时请文明用语, 避免出现敏感内容, 否则我们可能将您的投稿标记为匿名. )

请发送电子邮件到map_abook@163.com进行投稿. 您需要将要投稿的文件添加到邮件附件
里, 并以涉及的习题编号 + 投稿者署名的格式命名邮件主题, 例如习题 3.3.4, 5.1.1-李四.
我们将尽快处理您的投稿, 正确且不同于已有解法的解答将会被采用. 如您认为您的投稿

在某些小细节上不完全符合上述规范, 请不必过分担忧, 我们会尽力理解您的投稿内容. 不过,
即使您的解法正确, 我们也不保证采用不符合上述规范的投稿. 如您有疑问、意见或建议, 欢
迎发送电子邮件到map_abook@163.com. 我们保留最终的解释权.

感谢您的理解与支持!

编者
2024 年 9 月 22 日

1下载地址——地址 1: https://map-abook.gitlab.io/file/template.tex; 地址 2: https://map-abook.pages.dev/file/template.tex
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第一章 集合、映射与势

§ 1.1 集合及其运算

1.1.1 证明: (A ∪B)\B = A⇔ A ∩B = ∅.
证明: 我们有

(A ∪B)\B = (A ∪B) ∩Bc = (A ∩Bc) ∪ (B ∩Bc) = A ∩Bc

= (A ∩Ac) ∪ (A ∩Bc) = A ∩ (Ac ∪Bc) = A ∩ (A ∩B)c.

故 (A ∪B)\B = A⇔ A ∩B = ∅. □

1.1.2 证明: (A\B) ∪B = A⇔ B ⊂ A.
证明: 我们有

(A\B) ∪B = (A ∩Bc) ∪B = (A ∪B) ∩ (Bc ∪B) = A ∪B,

故 (A\B) ∪B = A⇔ B ⊂ A. □

1.1.3 (A\B) ∪ C = A\(B\C) 成立的充分必要条件是什么?
证明: 我们知道

(A\B) ∪ C = (A ∩Bc) ∪ C, A\(B\C) = A ∩ (B ∩ Cc)c,

因此
(A\B) ∪ C = A\(B\C) ⇔ (A ∩Bc) ∪ C = A ∩ (B ∩ Cc)c

⇔ 1A(1− 1B) + 1C − 1A(1− 1B)1C = 1A(1− 1B(1− 1C))

⇔ 1C = 1A1C ⇔ C = A ∩ C ⇔ C ⊂ A.

□

1.1.4 证明下述等式:
(1) A ∩B = A\(A\B);
(2) A\(B\C) = (A\B) ∪ (A ∩ C);
(3) A\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C);
(4) A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C);
(5) (A\B) ∩ (C\D) = (A ∩ C)\(B ∪D);
(6) (A∆B)∆C = A∆(B∆C);
(7) (A∆B) ∩ C = (A ∩ C)∆(B ∩ C);
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(8) B ∩

(⋃
α∈I

Aα

)
=
⋃
α∈I

(B ∩Aα);

(9) B ∩

(⋂
α∈I

Aα

)
=
⋂
α∈I

(B ∩Aα).

证明: (1) A\(A\B) = A\(A ∩Bc) = A ∩ (Ac ∪B) = A ∩B;
(2) 我们有

A\(B\C) = A\ (B ∩ Cc) = A ∩ (Bc ∪ C)

= (A ∩Bc) ∪ (A\C) = (A\B) ∪ (A\C);

(3) A\(B ∩ C) = A ∩ (Bc ∪ Cc) = (A ∩Bc) ∪ (A ∩ Cc) = (A\B) ∪ (A\C);
(4) A\(B ∪ C) = A ∩ (Bc ∩ Cc) = A ∩Bc ∩A ∩ Cc = (A\B) ∪ (A\C);
(5) 我们有

(A\B) ∩ (C\D) = (A ∩Bc) ∩ (C ∩Dc) = (A ∩ C) ∩ (Bc ∩Dc)

= (A ∩ C)\(B ∪D);

(6) 我们有

(A∆B)∆C = ((A\B) ∪ (B\A))∆C

= (((A\B) ∪ (B\A))\C) ∪ (C\((A\B) ∪ (B\A)))

= (((A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac)) ∩ Cc) ∪ (C ∩ (((A\B) ∪ (B\A)))c)

= ((A ∩Bc ∩ Cc) ∪ (B ∩Ac ∩ Cc)) ∪ ((Ac ∩Bc ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C))

= ((B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc) ∩Ac) ∪ (A ∩ ((B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc))c)

= ((B\C) ∪ (C\B)\A) ∪ (A\((B\C) ∪ (C\B)))

= A∆((B\C) ∪ (C\B))

= A∆(B∆C);

(7) 我们有
(A∆B) ∩ C = ((A\B) ∪ (B\A)) ∩ C

= ((A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac)) ∩ C

= ((A ∩Bc) ∩ C) ∪ ((B ∩Ac) ∩ C)

= ((A ∩ C) ∩ (Bc ∪ Cc)) ∪ ((B ∩ C) ∩ (Ac ∪ Cc))

= ((A ∩ C) ∩ (B ∩ C)c) ∪ ((B ∩ C) ∩ (A ∩ C)c)

= ((A ∩ C)\(B ∩ C)) ∪ ((B ∩ C)\(A ∩ C))

= (A ∩ C)∆(B ∩ C);

(8) 我们有
x ∈ B ∩ (∪α∈IAα) ⇔ x ∈ B, x ∈ ∪α∈IAα

⇔ ∃α0 ∈ I, x ∈ B, x ∈ Aα0

⇔ ∃α0 ∈ I, x ∈ B ∩Aα0

⇔ x ∈ ∪α∈I(B ∩Aα);
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(9) 我们有
x ∈ B ∩ (∩α∈IAα) ⇔ x ∈ B, x ∈ ∩α∈IAα

⇔ ∀α ∈ I, x ∈ B, x ∈ Aα

⇔ ∀α ∈ I, x ∈ B ∩Aα
⇔ x ∈ ∩α∈I(B ∩Aα).

□

1.1.5 下列等式是否成立? 若不成立, 有怎样的包含关系?
(1) A ∪ (B\C) = (A ∪B)\(A ∪ C);
(2) A ∪ (B∆C) = (A ∪B)∆(A ∪ C);
(3) A\(B ∪ C) = (A\B) ∪ (A\C);
(4) (A\B) ∪ C = (A ∪ C)\B.

证明: (1) 有

(A ∪B)\(A ∪ C) = (A ∪B) ∩ (Ac ∩ Cc) = (A ∩Ac ∩ Cc) ∪ (B\(A ∪ C))

= B\(A ∪ C) ⊆ B\C ⊆ A ∪ (B\C),

当 A = ∅ 时等号成立.
(2) 有

(A ∪B)∆(A ∪ C) = (B\C) ∪ (C\B) = B∆C ⊆ A ∪ (B∆C),

当 A = ∅ 时等号成立.
(3) 有

A\(B ∪ C) = A ∩Bc ∩ Cc ⊆ A ∩Bc ⊆ (A ∩Bc) ∪ (A ∩ Cc) = (A\B) ∪ (A\C),

当 (A ∩Bc) ⊆ (A ∩ Cc) 时成立.
(4) 有

(A ∪ C)\B = (A ∪ C) ∩Bc ⊂ (A ∩Bc) ∪ C = (A\B) ∪ C,

故等式成立当且仅当 C ⊂ Bc. □

1.1.6 试化简集合 (A ∪Bc ∪ Cc) ∩ (A ∪ (B ∪ Cc)).
证明: 我们有

(A ∪Bc ∪ Cc) ∩ (A ∪ (B ∪ Cc)) = (A ∪ Cc ∪Bc) ∩ (A ∪ Cc ∪B)

= A ∪ Cc = A\C.

□

1.1.7 设 {An : n = 1, 2, · · · } 为单调减集序列, 则有 A1 =

(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋃
n=1

(An −An+1)

)
, 且右端各项互

不相交.
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证明: 我们知道 An − An+1 := {x ∈ An, x /∈ An+1}, 而 ∀k ∈ N∗, An+k ⊂ · · · ⊂ An+1. 故 (An − An+1) ∩

(An+k −An+k+1) = (An −An+1) ∩

(
∞⋂
n=1

An

)
= ∅.

与此同时, 对于 x ∈ A1, 若 ∀n ∈ N, x ∈ An, 则 x ∈
∞⋂
n=1

An;

若 ∃k ⩾ 2, s.t. x /∈ Ak, 则 x ∈ A1\Ak =
k−1⋃
i=1

(Ai\Ai+1) ⊂
∞⋃
n=1

(An −An+1).

故 A1 ⊆

(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋃
n=1

(An −An+1)

)
,

同时, ∀x ∈

(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋃
n=1

(An −An+1)

)
, 有 x ∈

∞⋂
n=1

An 或 x ∈
∞⋃
n=1

(An −An+1),

若 x ∈
∞⋂
n=1

An, 则 ∀n ∈ N, x ∈ An ⊂ A1;

若 x ∈
∞⋃
n=1

(An −An+1), 则 ∃k ∈ N∗, x ∈ Ak −Ak+1 ⊂ Ak ⊂ A1.

故

(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋃
n=1

(An −An+1)

)
⊆ A1. 故它们相等. □

1.1.8 设 R 为 Ω 的一切子集组成的集类, 则 R 对集合的交 (看成乘法)、对称差 (看成加法) 运算作成一个
环. Ω 是单位元, ∅ 是零元.
证明: 回忆环的定义, 我们只需证明:

(i) (R,∆) 是 Abel 群且有单位元 ∅;

(ii) (R,∩) 是半群且有单位元 Ω;

(iii) ∩ 对于 ∆ 满足左右分配律.

这意味着, 我们需要证明:

(i) (a) ∀A,B ∈ R, A∆B = B∆A ∈ R;

(b) ∀A,B,C ∈ R, (A∆B)∆C = A∆(B∆C);

(c) ∀A ∈ R, A∆∅ = ∅∆A = A;

(d) ∀A ∈ R, ∃B ∈ R, A∆B = B∆A = ∅;

(ii) (a) ∀A,B ∈ R, A ∩B ∈ R;

(b) ∀A,B,C ∈ R, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C;

(c) ∀A ∈ R, A ∩ Ω = Ω ∩A;

(iii) ∀A,B,C ∈ R,

A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C),

(B∆C) ∩A = (B ∩A)∆(C ∩A).

其中 (i)(a), (ii)(a), (ii)(c)是显然的, (i)(b)为习题 1.1.4(6), (iii)为习题 1.1.4(7)(由于交运算是可交换的, 所
以两个式子等价).
下面证明 (i)(c), (i)(d), (ii)(b):
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(i)(c): 我们有 A∆∅ = (A\∅) ∪ (∅\A) = (A ∩ Ω) ∪ (∅ ∩Ac) = A;

(i)(d): 取 B = A 即可;

(ii)(b): 我们有 x ∈ A ∩ (B ∩ C) ⇔ x ∈ A, x ∈ B, x ∈ C ⇔ x ∈ (A ∩B) ∩ C.

□

1.1.9 设 {An : n = 1, 2, · · · } 是一集序列, 令 B1 = A1, Bn = An\

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
, 则 Bn, n = 1, 2, · · · 两两不交,

且
∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn.

证明: 我们知道 Bn ⊂ An, 故
∞⋃
n=1

Bn ⊂
∞⋃
n=1

An;

同时 ∀x ∈
∞⋃
n=1

An,考虑最小的 j ∈ N使得 x ∈ Aj ,则 x ∈ Aj\

(
j−1⋃
k=1

Ak

)
⊂

∞⋃
n=1

Bn. 故
∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃
n=1

Bn,

因此它们相等. □

1.1.10 试证明定理 1.1.7.
1.1.7 定理: 设 {An : n ∈ N} 为任一集序列.

(1) lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

(2) 若 {An} 单调, 则 lim
n→∞

An 存在, 且

lim
n→∞

An =


∞⋃
n=1

An, 若 {An} 单调增,
∞⋂
n=1

An, 若 {An} 单调减.

证明: 我们知道

lim sup
n→∞

An = {x : ∀n ∈ N, ∃k ⩾ n, s.t.x ∈ Ak},

lim inf
n→∞

An = {x : ∃n ∈ N, s.t.∀k ⩾ n, x ∈ Ak}.

于是

lim sup
n→∞

An = {x : ∀n ∈ N, ∃k ⩾ n, s.t.x ∈ Ak}

= {x : ∀n ∈ N, x ∈
∞⋃
k=n

Ak}

=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak,
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类似地,
lim inf
n→∞

An = {x : ∃n ∈ N, s.t.∀k ⩾ n, x ∈ Ak}

= {x : ∃n ∈ N, x ∈
∞⋂
k=n

Ak}

=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

由于 (2) 中的集合是单调的, 由 (1) 立刻可证. □

1.1.11 试举例说明: {An : n = 1, 2, · · · } 不单调, 但 lim
n→∞

An 存在.

证明: 取 An =


(

1

2k − 1
, 1

)
, n = 2k − 1(

0, 1− 1

2k

)
, n = 2k

, 则显然 {An : n = 1, 2, · · · } 不单调, 但 lim
n→∞

An = (0, 1) (可

以验证 lim sup
n→∞

An = (0, 1) = lim inf
n→∞

An). □

注：一个常见的错误例子: 取 An =

[
(−1)n

n
, 1

)
. 此时, 0 在无穷多个 An 里, 但 0 并非不属于有限个 An, 即

0 ∈ lim sup
n→∞

An 但是 0 /∈ lim inf
n→∞

An (见定义 1.1.6), 或者也可由定理 1.1.7(1) 计算得 lim sup
n→∞

An = [0, 1) 但

lim inf
n→∞

An = (0, 1), 总之得到 lim sup
n→∞

An 6= lim inf
n→∞

An, 即 lim
n→∞

An 不存在. 取 An =

(
(−1)n

n
, 1

)
也是同样

的道理. 举出这样的例子可能是因为题目要求 {An} 不单调, 但是不单调并不一定要取
{
(−1)n

n

}
这种“上

下摆动”的数列作为区间端点, 如参考答案这样对端点取值进行简单的分类讨论也是可以的.

1.1.12 设 ∀k = 1, 2, · · · , 定义 A2k+1 =

[
0, 2− 1

2k + 1

]
, A2k =

[
0, 1 +

1

2k

]
, 试求 lim inf

n→∞
An, lim sup

n→∞
An.

证明: 我们有

lim inf
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak =

∞⋂
n=1

[0, 1] = [0, 1];

lim sup
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak =

∞⋃
n=1

[0, 2) = [0, 2).

□

1.1.13 给定非零自然数 m 及 m 个集合 B0, B1, · · · , Bm−1, 设 An = Bk, 当 m 整除 n − k 时, 试求
lim inf
n→∞

An, lim sup
n→∞

An.
证明: 我们知道 ANm+k = Bk, 这里 N ∈ N. 因此

lim inf
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

Aj =
m−1⋂
k=0

Bk;

lim sup
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

Aj =
m−1⋃
k=0

Bk.

□
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1.1.14 试证定理 1.1.10 的 (1)(2)(3)(4).
1.1.10 定理: 给定非空集合 Ω, 下述集合都是 Ω 的子集, 则 ∀x ∈ Ω,
(1) A = Ω ⇔ 1A(x) ≡ 1;
(2) A = ∅ ⇔ 1A(x) ≡ 0;
(3) A ⊂ B ⇔ 1A(x) ⩽ 1B(x), ∀x ∈ Ω;
(4) 1∪α∈JAα

(x) = max
α∈J

1Aα
(x), 1∩α∈JAα

(x) = min
α∈J

1Aα
(x);

证明: (1)(2) 是显然的, 对 (3), 我们有 1B(x)− 1A(x) = 1B−A(x) ⩾ 0. 下面我们证明 (4): 我们有

∀x ∈ ∪α∈JAα ⇔ ∃α0 ∈ J, x ∈ Aα0
⇔ 1∪α∈JAα

= 1Aα0
= 1 = max

α∈J
1Aα

,

∀x /∈ ∪α∈JAα ⇔ ∀α ∈ J, x /∈ Aα ⇔ 1∪α∈JAα
= 1Aα

= 0 = max
α∈J

1Aα
,

∀x ∈ ∩α∈JAα ⇔ ∀α ∈ J, x ∈ Aα ⇔ 1∪α∈JAα
= 1Aα

= 1 = min
α∈J

1Aα
,

∀x /∈ ∩α∈JAα ⇔ ∃α0 ∈ J, x /∈ Aα0
⇔ 1∩α∈JAα

= 1Aα0
= 0 = min

α∈J
1Aα

.

□

1.1.15 设 A,B ⊂ Ω, 试将 1A\B,1Ac ,1A∆B 用 1A,1B 表示出来.
证明: 我们有

1A\B = 1A∩Bc = 1A1Bc = 1A(1− 1B); 1Ac = 1− 1A;

1A∆B = 1(A\B)∪(B\A) = 1A\B + 1B\A − 1A\B1B\A

= 1A − 1A1B + 1B − 1A1B − (1A − 1A1B)(1B − 1A1B)

= 1A + 1B − 21A1B

= 1
2
A + 1

2
B − 21A1B

= (1A − 1B)
2 = |1A − 1B|.

□

§ 1.2 映射与势

1.2.1 证明定理 1.2.3 的证明 (i) 中所提出的事实.
(设 {Aα : α ∈ I}, {Bα : α ∈ I} 是两个集类, ∀α ∈ I, Aα ∼ Bα, 且 Aα, α ∈ I 两两不交, Bα, α ∈ I 两两

不交, 则
⋃
α∈I

Aα ∼
⋃
α∈I

Bα.)

证明: 设双射 fα : Aα 7→ Bα, x→ fα(x), ∀x ∈ Aα. 则

f :
⋃
α∈I

Aα 7→
⋃
α∈I

Bα,

x→
∑
α∈I

1Aα
fα(x)

也是双射. 证毕. □
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1.2.2 试作开上半平面与开单位圆间的一一映射.
证明: 回忆复变函数中的分式线性映射:

f : {z : Im z > 0} 7→ B(0, 1)

z → eiθ z − z̄0
z − z0

.

取 z = x+ iy, z0 = x0 + iy0, 可得一一映射:

g : R× R∗ 7→ B(0, 1)

(x, y) →
(
Re
(
eiθ z − z̄0
z − z0

)
, Im

(
eiθ z − z̄0
z − z0

))
□

1.2.3 设集合 A 有 n 个元素 (n = 1, 2, · · · ), 在 A 的子集和它的余集间建立一一对应, 由此证明

Ckn = Cn−kn , 0 ⩽ k ⩽ n,

其中 Ckn 表示从 n 个元中取出 k 个元的组合数.
证明: 考虑集类

A1 := {A1 ⊂ A, |A1| = k}, A2 := {A2 ⊂ A, |A2| = n− k},

则有一一映射
f : A1 7→ A2;

A1 → A\A1.

故 A1 = Ckn = A2 = Cn−kn . □

§ 1.3 可数集

1.3.1 Rd 中以有理点为中心, 以正有理数为半径的球的全体是可数集.
证明: 令 A := {B(x, r), x ∈ Qd, r ∈ Q∗}, 则 A ∼ Qd ×Q∗. 我们知道 Q 和 Q∗ 是可数集, 而有限个可数
集的直积仍是可数集, 故 A 是可数集. □

1.3.2 直线上一个由长度不为零的互不相交的开区间组成的集至多可数.
证明: 令 A := {(aα, bα), α ∈ I}, 这里 I 是指标集. 则有单射:

A 7→ Q,

(aα, bα) → cα

这里 cα ∈ Q 且 cα ∈ (aα, bα). 则 A ⩽ Q = ℵ0 至多可数. □

1.3.3 证明任一可数集的所有有限子集的全体组成可数集.
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证明: 设 A 可数, 其元素为 a1, a2, · · · , an, · · · , 以 An 表示 A 中 n 个元素组成的子集的全体. 定义 F 为

A 中所有有限子集全体, 则 F =
∞⋃
n=0

An.

另设D = {(k1, k2, · · · , kn)|ki ∈ N},则D ∼ Nn ∼ N为可数集. 同时An中的每个元素 {ak1 , ak2 , · · · , akn}
都可以对应到 D 中的元素, 由于 D 是可数集, 所以 An 至多可数. 我们知道 An 是无限集, 故 An 可数. 故

F =
∞⋃
n=0

An 也可数. □

1.3.4 给定平面上一个集, 若此集中的任意两点间距离大于某个固定正数 α, 则此集至多是可数集.
证明: 令此集合为 A, 则对某个 ak ∈ A, 在平面上取以 a 为中心而边长为

√
2α 的正方形 Ωk, 则

Ωk ∩ A = {ak}. 我们可将全平面分为可数个, 不交的, 边长为
√
2α 的正方形, 而任意一个正方形中至多

有两个属于 A 的点. 因此 A 至多可数. □

1.3.5 设 A 是有限集或者可数集, B 是无限集, 则 A ∪B ∼ B.
证明: 首先考虑 A ∩B = ∅ 的情形：

(1) 若 A 有限, 设 A = {a1, a2, · · · , aN}; 又由定理 1.3.2, 可取 B 的可数子集 B1 := {b1, b2, · · · },
B2 = B\B1, 则可构造这样的一一映射 f :

f : A ∪B → B
f(ai) = bi, ai ∈ A,

f(bi) = bN+i, bi ∈ B1,

f(x) = x, x ∈ B2,

从而 A ∪B ∼ B.
(2)若 A可数,设 A = {a1, a2, · · · };又由定理 1.3.2,可取 B的可数子集 B1 := {b1, b2, · · · }, B2 = B\B1,

则可构造这样的一一映射 f :
f : A ∪B → B
f(ai) = b2i−1, ai ∈ A,

f(bi) = b2i, bi ∈ B1,

f(x) = x, x ∈ B2,

从而 A ∪B ∼ B.
然后考虑 A ∩ B 6= ∅ 的情形: 由于 A 至多可数, 则 A\B 也至多可数, 从而 A ∪ B = (A\B) ∪ B ∼ B.

□

§ 1.4 不可数集

1.4.1 证明: 定义在 [a, b] 上的连续函数的全体组成的集 C[a, b] 的势为 ℵ.
证明: 我们知道常数函数是连续的, 常数函数的全体 K 的势为 ℵ. 所以

E∞ ∼ K ⊂ C[a, b],
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考虑 Bernstein 定理, 我们只需证明 E∞ 的某个子集与 C[a, b] 等势.
将 [a, b] 中的有理数全体排成一列, 记为 r1, r2, · · · , 任何一个连续函数 f(x) 在 [a, b] 上的取值都可以由

f(r1), f(r2), · · · , 完全确定. 因此存在可逆映射

φ : C[a, b] 7→ E∞,

f → (f(r1), f(r2), · · · )

故 C[a, b] ∼ φ(C[a, b]) ⊂ E∞, 故 C[a, b] ∼ E∞, 其势为 ℵ. □

1.4.2 (1) 证明定义在 [a, b] 上的右连续的单调函数全体的势为 ℵ;
(2) 定义在 [a, b] 上的单调函数全体具有怎么样的势?

证明: (1) 由 §1.3 节例 3 知 f 的间断点至多可数;
类似于习题 1.4.1, 将 [a, b] 中的有理数全体排成一列, 记为 r1, r2, · · · , 任一右连续单调函数 f(x) 在

[a, b] 上的取值都可以由 f(x1), f(x2), · · · , f(r1), f(r2), · · · , 完全确定. 因此存在可逆映射

φ : Cr[a, b] 7→ E∞,

f → (r1, r2, · · · , f(x1), f(x2), · · · , f(r1), f(r2), · · · ).

故 Cr[a, b] ∼ φ(Cr[a, b]) ⊂ E∞, 而常数函数全体 K 的势为 ℵ, 所以

E∞ ∼ K ⊂ Cr[a, b], Cr[a, b] ∼ φ(Cr[a, b]) ⊂ E∞.

由 Bernstein 定理知道 Cr[a, b] ∼ E∞, 其势为 ℵ.
(2) 定义 M [a, b] 为 [a, b] 上的单调函数全体, 对 f ∈ M [a, b], 由 §1.3 节例 3 知单调函数的间断点至多

可数. 与 (1) 同理, M [a, b] = ℵ. □

证法二: 仍记 M [a, b] 为 [a, b] 上的单调函数全体.
首先易证 M [a, b] ⩾ ℵ, 这是因为取这样的单调函数 fk : fk(x) = k(x − a), k ∈ R, 则 M [a, b] ⊃

{fk : k ∈ R} ∼ R;
其次, 由 §1.3 节例 3 知任意单调函数 f 都可以分解成 f = g+ h 的形式, 其中 g ∈ C [a, b] 是连续函数,

h 是仅在 [a, b] 上至多可数个点取非零值、且这些非零值或者同时为正或者同时为负的函数.
现在分别对上述分解 f = g + h 中的 g 和 h 进行进一步的讨论:

(1) 对于 g ∈ C [a, b], 习题 1.4.1已经证明 C [a, b] = ℵ;

(2) 而要确定函数 h, 只需给出跳跃点的位置以及在跳跃点处的取值, 即每个 h 可对应某个实数列; 而由定
理 1.4.3 知全体实数列的势是 ℵ, 从而 h 的全体的势不超过 ℵ.

因此, 满足上述分解 f = g + h 的 g 全体的势、h 全体的势均不超过 ℵ, 从而 M [a, b] ⩽ ℵ2 = ℵ (ℵ2 表示对
于两个势为 ℵ 的集合 A,B 而言 A×B 的势, 由 R2 = R = ℵ(为什么?) 即得 ℵ2 = ℵ).
综合 M [a, b] ⩾ ℵ 及 M [a, b] ⩽ ℵ, 由 Berstein 定理 (定理 1.2.3) 即可得 M [a, b] = ℵ. □

注：两个证法都用到这样的结论: R 上单调函数的间断点的全体至多可数 (§1.3 节例 3). 现给出这一结论的
另一个证明 (by 229):
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首先证明闭区间 [a, b] 上不降函数 f 的间断点的全体可数. 不妨假设 −∞ < f (a) ⩽ f (b) < +∞, 否则
取 α = inf {x ∈ [a, b] : f (x) > −∞} , β = sup {x ∈ [a, b] : f (x) < +∞}, 则可以说明 f 在 [α, β] 上间断点
可数 (α, β 至多是间断点, 即至多再添加两个间断点), 从而 f 在 [a, b] 上间断点可数.
现假设 f 在 [a, b]上有无穷多个间断点,这些间断点的全体记为 {xα : α ∈ Λ},则

∑
α∈Λ

(
f
(
x+α
)
− f

(
x−α
))

⩽

f (b)− f (a) < +∞, 由此断言 Λ 可数: 事实上, 可以证明这样的结论: 若 ∀α ∈ Λ, xα > 0且
∑
α∈Λ

xα < +∞,

则 Λ可数. 反设 Λ 不可数, 设 Λn =

{
α ∈ Λ : xα >

1

n

}
, 则

∞⋃
n=1

Λn = Λ, 从而至少存在 n0 ∈ N 使得 Λn0
中

有无穷个元素, 进而有
∑
α∈Λ

xα ⩾
∑
α∈Λn0

xα ⩾
∑
α∈Λn0

1

n0

Λn0
中有无限个元素

============ +∞, 矛盾! 故 Λ 可数, 从而证得在

[a, b] 上单调的函数 f 的间断点的全体必然至多可数.

最后, 由 R =
∞⋃

n=−∞

[n, n+ 1] 以及定理 1.3.4(2) 即可知 R 上单调函数的间断点的全体至多可数. □

1.4.3 证明自然数列全体的势为 ℵ.

证明: 考虑 [0, 1] 上的二进制小数集 B :=

{
∞∑
n=1

xn
2n
, xn = 0, 1

}
, 则 B = ℵ. 定义自然数列全体为:

A := {(a1, a2, · · · ), ak ∈ N},

于是有一一映射:
φ : A 7→ B,

(a1, a2, · · · ) →
∞∑
n=1

(
n−1∑
k=1

ak + k + 1

)
(1− 2−an).

这里
∞∑
n=1

(
n−1∑
k=1

ak + k + 1

)
(1− 2−an) 是在 B 中取

x1, · · · , xa1 = 1, xa1+1 = 0, xa1+2, · · · , xa1+a2+1 = 1,

以此类推并求和得到的. □

证法二: 由定理 1.4.3 知自然数列全体的势小于等于 ℵ; 而将 [0, 1] 中的数用二进制小数去表达, 又可知自
然数列全体的势大于等于 ℵ; 由 Bernstein 定理即得证. □

1.4.4 证明自然数的全体子集组成的集 P(N) 的势为 ℵ.

证明: 我们仍然考虑做一个 P(N) 到 (0, 1) 的映射. 考虑二进制小数组成的集 B :=

{
∞∑
n=1

xn
2n
, xn = 0, 1

}
,

设 P(N) 的元为 A1, A2, · · · , 则有一一映射

φ : P(N) 7→ B,

Ak →
∞∑
n=1

1{n∈Ak}

2n
,

于是 P(N) ∼ B ∼ (0, 1). □
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第二章 距离空间

§ 2.1 定义及例

2.1.1 若 p > 1, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1, 则 ∀a, b ∈ R+, a

1
p b

1
q ⩽ a

p
+
b

q
.

证明: 注意 lnx 是凹的, 由 Jensen 不等式可得 1

p
ln a+ 1

q
ln b ⩽ ln

(
a

p
+
b

q

)
. 也即 a

1
p b

1
q ⩽ a

p
+
b

q
.

□

2.1.2 设 [a, b] 是给定的区间, C[a, b] 是 [a, b] 上全体连续函数的集, 则由

ρ(f, g) := sup
a⩽t⩽b

|f(t)− g(t)|, f, g ∈ C[a, b]

定义的 ρ 为 C[a, b] 上的一个距离.
设 φ ∈ C[a, b], 且 ∀t ∈ [a, b], φ(t) > 0, p ⩾ 1, 则由

ρp(f, g) :=

[∫ b

a

|f(t)− g(t)|pφ(t)dt
] 1

p

, f ∈ C[a.b]

定义的 ρp 也是 C[a, b] 的距离.
证明: (1)

(i) 显然有 ρ(f, g) ⩾ 0;

(ii) 实际上 ρ(f, g) = 0 ⇒ sup
a⩽t⩽b

|f(t)− g(t)| = 0 ⇒ ∀t ∈ [a, b], f(t) = g(t);

(iii) ρ(f, g) = ρ(g, f);

(iv) ρ(f, g) = sup
a⩽t⩽b

|f(t)− g(t)| ⩽ sup
a⩽t⩽b

(|f(t)− h(t)|+ |h(t)− g(t)|) = ρ(f, h) + ρ(h, g).

(2)

(i) 由于 φ > 0, 故 ρp(f, g) ⩾ 0;

(ii) ρp(f, g) = 0 ⇒ |f(t)− g(t)| = 0, a.e.. 又 f, g ∈ C[a, b], 故 f = g;

(iii) 显然 ρp(f, g) = ρp(g, f);

(iv) 由 Minkowski 不等式, 我们有

ρp(f, g) = ‖|f − g|φ(t)1/p‖p ⩽ ‖|f − h|φ(t)1/p‖p + ‖|h− g|φ(t)1/p‖p = ρp(f, h) + ρp(h, g).
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故 ρ, ρp 都是 C[a, b] 上的距离. □

2.1.3 设 α := (α1, α2, · · · ) 为正实数序列, 满足
∑
k=1

αk <∞, p ⩾ 1, E := R 或 C (全体复数集). 令

EN(α; p) =

{
x : x = (x1, x2, · · · ) , xk ∈ E, k ∈ N,

∞∑
k=1

αk |xk|p <∞

}
,

ρp(x, y) =

[
∞∑
k=1

αk |xk − yk|p
] 1

p

, x, y ∈ EN(α; p),

则
(
EN(α; p), ρp

)
为一距离空间. 此外, 设

EN :=

{
x : x = (x1, x2, · · · ) , sup

x∈N
|xk| <∞

}
,

ρ(x, y) := sup
k∈N

|xk − yk| , x, y ∈ EN,

则
(
EN, ρ

)
也是一距离空间. lim

p→∞
ρp = ρ 是否还成立?

证明: (1)

(i) 显然 ρp ⩾ 0;

(ii) 显然 ρp = 0 ⇒ x = y;

(iii) 显然 ρp(x, y) = ρp(y, x);

(iv) 由 Minkowski 不等式, 有

ρp(x, y) = ‖α1/p(x− y)‖p ⩽ ‖α1/p(x− z)‖p + ‖α1/p(z − y)‖p = ρp(x, z) + ρp(z, y).

因此 ρp 是 EN(α; p) 上的距离. 类似易证 ρ 是 EN 上的距离.
(2) 我们有

ρp =

[
∞∑
k=1

αk|xk − yk|p
] 1

p

⩽ sup
k∈N

|xk − yk|

(
∞∑
k=1

αk

) 1
p

,

又
∞∑
k=1

αk <∞, 因此 lim sup
p→∞

ρp ⩽ ρ.

又 ρ = sup
k∈N

|xk − yk|, ∀ε > 0, ∃J ⊂ N, s.t. ∀k ∈ J , ρ < |xk − yk|+ ε, ρp >
[∑
k∈J

αk|xk − yk|p
] 1

p

> p− ε.

由 ε 的任意性知道 lim inf
p→∞

ρp ⩾ ρ. □

2.1.4 设 E := R 或 C, EN := {x : x = (x1, x2, · · · ) , xn ∈ E, n ∈ N}, {αn : n ∈ N} 为一可和的正数列, 试证:(
EN, ρ

)
是距离空间, 其中 ρ 有如下定义

ρ(x, y) :=
∞∑
n=1

αn
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
, x, y ∈ EN.

证明:
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(i) 显然 ρ ⩾ 0;

(ii) ρ(x, y) = 0 ⇒ ∀k ∈ N, xk = yk, x = y;

(iii) ρ(x, y) = ρ(y, x);

(iv) 我们有

ρ(x, y) =

∞∑
n=1

αn
|xn − yn|

1 + |xn − yn|

⩾
∞∑
n=1

αn

(
|xn − zn|

1 + |xn − zn|
=

|zn − yn|
1 + |zn − yn|

)
= ρ(x, z) + ρ(z, y).

因此 ρ 是 EN 上的距离. □

2.1.5 设 E := {x : x = (x1, x2, · · · ) , xk ∈ {0, 1}, k ∈ N} , d 为 {0, 1} 上的离散距离, 试证; 如下定义的 ρ 是
E 上的距离,

ρ(x, y) :=
∞∑
k=1

1

2k
d (xk, yk) , x, y ∈ E.

证明: 注意到在 {0, 1} 上, d(x, y) := 1{x ̸=y} = |x− y|, 故只需在习题 2.1.4中取 αn = 2−n 即可. □

2.1.6设 p是一给定素数,对每一给定的 n ∈ N,令 Up(n)是能整除 n的 p的幂的最大指数 (即 pU
(n)
p 能整除

n, 但 pUp(n)+1 不能整除 n). 规定 Up(0) = 0. 设 x = ±r
s
为有理数, r, s ∈ N, 定义 Up(x) := Up(r)− Up(s).

试证: (1) Up(x), x ∈ Q 是 Q 到 Z 的一个映射. (2) ∀x, y ∈ Q, 令

d(x, y) :=

0, x = y,

p−Up(x−y), x 6= y,

则 d(x, y) 是 Q 上的一个距离 (此距离称为 p-adic 距离). 事实上可以证明

d(x, y) ⩽ max(d(x, z), d(z, y)), ∀x, y, z ∈ Q.

注: 对给定的素数 p, 由 p-adic 距离定义的有理数基本列 (基本列的一般定义参看定义 2.3.1) 出发, 采
用由绝对值定义距离的有理数基本列出发构造实数一样的方法, 也可以构造出一个完备数域 (对 p-adic 距
离而言). 这个数域与 p 有关, 称为 p-adic 域. p-adic 域是一种非阿基米德域, 近来发现它在理论物理中有
用.
解: (1) 即证: 对于 x ∈ Q 而言, Up(x) 的值仅与 x 自身有关, 而与 x 被表示成的整数之比的形式无关, 即
当 x =

r

s
=
m

n
(r, s,m, n ∈ Z, s, n 6= 0, r 6= m) 时, 有 Up(r)− Up(s) = Up(m)− Up(n).

显然, 对于任意某个非零整数 x, 可以对其作因数分解, 把因子 p 全部提取出来, 写成 x = y · pz 的形式.
由此, 联想题目中 Up 在整数上的定义, 不难想到 (其中”-” 表示” 不整除”):

对于非零整数 x, 有 Up(x) = z ⇐⇒ ∃非零整数y : p - y, ∃非负整数z, s.t. x = y · pz. (*)

例如, 12 = 3 · 22·, 因此 U2(12) = 2; 210 = 30 · 7, 因此 U7(210) = 1.
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不妨设 r 6= 0且 m = kr, n = ks (k是非零整数). 基于 (*),我们可设 Up(r) = b, Up(s) = d, Up(k) = h,
同时将 r, s, k 分别作因数分解, 写成 r = a · pb, s = c · pd, k = g · ph 的形式 (其中 a, c, g 为非零整数, b, d, h
为非负整数), 则 p - a, c, g. 由此, m = kr = ag · pb+h 且 p - ag, 从而 Up(m) = b+ h; n = ks = cg · pd+h 且
p - cg, 从而 Up(m) = d+ h. 因此 Up(m)− Up(n) = (b+ h)− (d+ h) = b− d = Up(r)− Up(s).

(2) 即验证 d(x, y) 满足定义 2.1.2 的 4 个条件. d(x, y) 显然满足定义 2.1.2 的条件 (1)(2) (其中满足条
件 (2) 在本题第 1 小问已证明). 根据 Up 的定义, Up(x) = Up(−x), 因此 d(x, y) 显然也满足条件 (3).

至于条件 (4), 事实上可以直接证明更强的结论: ∀x, y, z ∈ Q, d(x, y) ⩽ max {d(x, z), d(z, y)}. 这一结
论等价于 ∀x, y, z ∈ Q, Up(x− y) ⩾ min {Up(x− z), Up(z − y)}. 由于 x− y = (x− z) + (z − y), 这又等价
于 ∀x, y ∈ Q, Up(x+ y) ⩾ min {Up(x), Up(y)}. 下面将证明这一等价结论. 不妨假设 x, y, x+ y 6= 0.
先考虑 x, y ∈ Z 的情形. 设 x = a · pb, y = c · pd, x+ y = g · ph 且 Up(x) = b, Up(y) = d, Up(x+ y) = h,

则根据 (*)有 p - a, c, g. 不妨设 b ⩾ d,则要证明的是 h ⩾ d. 由 g ·ph = a ·pb+c ·pd 知 g = a ·pb−h+c ·pd−h =

(a · pb−d + c) · pd−h. 由于 p - g, 必然有 d− h ⩽ 0, 即 h ⩾ d.
再考虑 x, y ∈ Q 的情形. 设 x =

m

n
, y =

r

s
, m, n, r, s ∈ Z, 则 x+ y =

ms+ nr

ns
, 从而

Up(x+ y) = Up(ms+ nr)− Up(ns)

⩾ min {Up(ms), Up(nr)} − Up(ns)

= min {Up(ms)− Up(ns), Up(nr)− Up(ns)}

= min
{
Up

(ms
ns

)
, Up

(nr
ns

)}
= min {Up(x), Up(y)} .

综上所述证毕. □

§ 2.2 开集、闭集

2.2.1 给出 B(x, r) 6= B(x, r) 的例子.
证明: 考察整数集合 Z, 定义距离 d(m,n) = |m − n|, 则 B(0, 1) = {0}, B(0, 1) = {0}. 但 B(0, 1) =

{−1, 0, 1}. □

2.2.2 给定 a ∈ E, 则任何 a 的邻域 A, 一定存在 n ∈ N 使 B

(
a,

1

n

)
⊂ A.

证明: 我们知道 ∃r, s.t. B(a, r) ⊂ A, 因此只需取 1

n
< r 即可. □

2.2.3 设 ∅ 6= A ⊂ E, 则 A 的任意有限个邻域的交仍然是 A 的邻域.
证明: A的任意邻域是开集,因此存在 {On}为开集, A ⊂ On,且

⋂
n

On 仍为开集. 又 A ⊂
⋂
n

On,故
⋂
n

On

仍为 A 的邻域. □

2.2.4 A ⊂ E 为开集的充要条件是 ∂A ∩A = ∅.
证明: 当 A 为开集, 则 ∂A = A\Ao = A\A, 也即 ∂A ∩ A = ∅. 当 ∂A ∩ A = ∅, 则 A\Ao ∩ A = ∅, 也即
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Ao ⊂ A, A ⊂ Ao. 因此 A = Ao, 为开集. □

2.2.5 A ⊂ E 为闭集的充要条件是 ∂A ⊂ A.
证明: 当 A 为闭集, 则 A = A ∪ ∂A = A, 故 ∂A ⊂ A. 若 ∂A ⊂ A, 则 ∂A = A\Ao ⊂ A, 故 A ⊂ A, 也即
A = A 为闭集. □

2.2.6 x ∈ ∂A 的充要条件是 x 的任何邻域既包含 A 的点又包含 Ac 的点.
证明: 由于 x ∈ ∂A = A ∩ Ac, 故 x /∈ Ao, x /∈ (Ac)o. 故 ∀r > 0, B(x, r) 6⊂ A, B(x, r) 6⊂ Ac. 因此
B(x, r) ∩A 6= ∅, B(x, r) ∩Ac 6= ∅. 也即 x ∈ A ∩Ac. □

2.2.7 A ⊂ E 是开集的充要条件是对任意 B ⊂ E, 都有 A ∩B ⊂ A ∩B.
证明: 必要性 (⇒): ∀x ∈ A ∩ B, 由本书闭包的定义 (定义 2.2.5) 知 x /∈ (Bc)o. 又由于 x /∈ Ac 且
(Ac)o ⊂ Ac, 可知也有 x /∈ (Ac)o. 又由定理 2.2.6(4) 知 (Ac)o ∪ (Bc)o ⊂ ((A ∩B)c)o, 从而 x /∈ ((A ∩B)c)o,
也即 x ∈ A ∩B.
充分性 (⇐): 取 B = Ac, 可知 A ∩Ac = ∅, 由本书闭包的定义 (定义 2.2.5) 知也即 A ∩ (Ao)c = ∅, 从

而 A ⊂ Ao, 也即 Ao = A, 由定理 2.2.6(1) 知 A 是开集. □

2.2.8 给定距离空间 (E, d), A ⊂ E, 则
(1) A′ 为闭集;
(2) A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′;
(3) (A ∩B)′ ⊂ A′ ∩B′;
(4) (A ∪B)′ = A′ ∪B′.

证明: (1) 只需证明 (A′)c 是开集. 事实上, 由导集的定义 (定义 2.4.8) 知 ∀x ∈ (A′)c, 存在 x 的一个邻域
N(x), 使得 A ∩ (N(x)\ {x}) = ∅. 这等价于 ∃r > 0, s.t. A ∩ (B(x, r)\ {x}) = ∅(请读者自行证明), 也就是
说 (A′)c = {x : ∃rx > 0, s.t. A ∩ (B(x, rx)\ {x}) = ∅}.

现设 A ∩ (B(x, r0)\ {x}) = ∅ (r0 > 0), 则 ∀y ∈ B
(
x,
r0
2

)
, A ∩

(
B
(
y,
r0
2

)
\ {y}

)
= ∅ (因为易

证
(
B
(
y,
r0
2

)
\ {y}

)
⊂ (B(x, r0)\ {x}), 可以画图来帮助理解这一事实), 也即 ∀x ∈ (A′)c, ∃r =

r0
2
>

0, s.t. ∀y ∈ B (x, r) , y ∈ (A′)c, 说明 (A′)c 是开集, 因此 A′ 是闭集.
(2) 由导集的定义容易说明. ∀x ∈ A′, 存在 x 的一个邻域 N(x) 使得 A ∩ (N(x)\ {x}) = ∅, 又因为

A ⊂ B, 所以 B ∩ (N(x)\ {x}) = ∅, 从而 x ∈ B′, 也即 A′ ⊂ B′.
(3) 由导集的定义显然, 因为 A ∩B ∩ (N(x)\ {x}) = ∅ =⇒ A ∩ (N(x)\ {x}), B ∩ (N(x)\ {x}) = ∅.
(4)由导集的定义显然, 因为 (A∪B)∩ (N(x)\ {x}) = (A∩ (N(x)\ {x}))∪ (B ∩ (N(x)\ {x})). □

2.2.9 作一实数列使其极限点集为空集.
解: 取 {an : n ∈ N} ⊂ R 使得 an = n 即可. □

2.2.10 作一实数列使其极限点集为全体实数集.
解: 取 {an : n ∈ N} ⊂ R 使得 an = rn ∈ Q 为全体有理数的一个排列即可. □
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2.2.11 设 (E, d) 为距离空间, 给定 A ⊂ E. 试证: A\A′ 为 A 的全体孤立点组成的集.
证明: 由本书导集的定义 (见定义 2.2.8) 知 ∀x ∈ (A′)c, ∃x的邻域N(x), s.t. A ∩ (N(x)\ {x}) = ∅, 因此由
本书孤立点的定义 (见定义 2.2.8) 知只需证明 ∀x ∈ A\A′, x ∈ A. 而由定理 2.2.9 知 A ∪ A′ = A, 故证毕.

□

2.2.12 ∀x0 ∈ A, ∃A 中序列 {xn} 使 d(xn, x0) → 0 (n→ ∞).
证明: 由本书闭包的定义 (见定义 2.2.5)知 ∀x ∈ A, ∀r > 0, B(x, r)∩A 6= ∅. 由此,对于 x0 ∈ A,取 r1 = 1,

则存在 x1 ∈ B(x0, 1) ∩A; 取 r2 =
1

2
, 则存在 x2 ∈ B

(
x0,

1

2

)
∩A; 取 r3 =

1

3
, 则存在 x3 ∈ B

(
x0,

1

3

)
∩A;

以此类推, 取 rn =
1

n
, 则存在 xn ∈ B

(
x0,

1

n

)
∩A. 由此我们得到了满足题意的数列 {xn}. □

§ 2.3 完备性

2.3.1 R 为实数集. 设
(1) ρ1(x, y) = | arctanx− arctan y|;
(2) ρ2(x, y) = |ex − ey|.
证明: (R, ρ1), (R, ρ2) 都不是完备距离空间.

证明: (1) 令 {xn} = n, 则 arctanxn → π

2
. 因此 ∀ε > 0, ∃N > 0, s.t. ∀m,n > N , ρ(xm, xn) =

| arctanxn − arctanxm| < ε. 但 xn 发散, 因此其不完备.
(2) 令 {xn} = −n, 与 (1) 同理可推出不完备. □

2.3.2 设 ρ(m,n) = |m−1 − n−1|, m,n ∈ N, 证明: (N, ρ) 不完备.
证明: 令 {xn} = n, 与习题 2.3.1(1) 同理. □

2.3.3 Z 为整数集, ρ(m,n) = |m− n|, 证明: (Z, ρ) 是完备距离空间.
证明: 假设 {xn} ⊂ Z 为 Cauchy 列, 则 ∀ε > 0, ∃N > 0, s.t. m.n > N 时有 |xn− xm| < ε. 也即 xn = xm,
因此 xn → c 为一常数且为整数. 容易验证 ρ 是距离, 因此 (Z, ρ) 是完备距离空间. □

2.3.4 考虑三个定义在整个 R 上的连续函数集:
(1) 有界连续函数集;
(2) 满足条件 lim

x→∞
f(x) = 0 的连续函数集;

(3) 在有限区间外恒等于零的连续函数集.
如果规定 ρ(f, g) = sup

−∞<x<∞
|f(x)− g(x)|, 哪一个是完备空间, 哪一个不是?

证明: (1) 完备

(2) 不完备, 考虑 fn(x) =

x
− 1

2n+1 , |x| ⩾ 1

x, |x| < 1
, 则有 lim

x→∞
f(x) = 0. 但 fn → f =

1, |x| ⩾ 1

x, |x| < 1
, 此时

lim
x→∞

f(x) 6= 0.
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(3) 不完备, 只需考虑 fn =



0, x /∈ [−1, 1]

1, x ∈
(
−1 +

1

n
, 1− 1

n

)
n(x+ 1), x ∈

[
−1,−1 +

1

n

)
−n(x− 1), x ∈

(
1− 1

n
, 1

]
. 此时 fn → 1(−1,1) /∈ C(R). □

2.3.5 给定 Ω := {∆ : ∆ = [a, b], a < b, a, b ∈ R}. 对于 ∆1 = [a, b], ∆2 = [c, d], 规定 ρ(∆1,∆2) :=

|a− c|+ |b− d|, 证明: ρ 是 Ω 上的距离函数, 但 (Ω, ρ) 不完备.

证明: 易证 ρ 是距离, 取 ∆n =

[
− 1

n
,
1

n

]
, 则 ∆n → {0} /∈ Ω, 不完备. □

2.3.6 若 (X1, ρ1) 与 (X2, ρ2) 等距同构, (X1, ρ1) 完备, 则 (X2, ρ2) 完备.
证明: 考虑 X2 中的基本列 {xn}, 则 ∃N > 0, ∀n > N , ρ2(xn, xm) < ε. 令 φ 是 X2 到 X1 的同构映射, 由
于同构是等距的, 所以 ∀n > N , ρ1(φ(xn), φ(xm)) = ρ2(xn, xm) < ε. 因此 {φ(xn)} 是 X1 中的基本列, 又
X1 完备, 故 ∃y ∈ X1, φ(xn) → y. 且必然存在 x ∈ X2, s.t. φ(x) = y. 又 ρ2(xn, x) = ρ1(φ(xn), y) < ε, 故
(X2, ρ2) 完备. □

2.3.7 证明 (C[a, b], ρ) 完备.
证明: 显然 ρ 是距离, 下面证明其完备.

取 {fn} ⊂ C[a, b]为基本列,也即 ∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t. ∀m,n > N , ρ(fn, fm) = max
a⩽t⩽b

|fm(t)−fn(t)| < ε.
□

2.3.8 证明引理 2.3.4.
证明: 我们只需证明有收敛子列的基本列收敛. 设 {an} ⊂ E 为基本列, {ank} 为其收敛到 a 的子列, 则
∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t. ∀k > N , |ank − a| < ∅. 又 |an − a| ⩽ |an − ank|+ |ank − a|, 由于 {an} 为基本列, 故
|an − ank| 也趋于 0, 因此 an → a. □

2.3.9 证明引理 2.3.5.
证明: =⇒: 若 (F, d) 为完备子空间, 则 F = F , 故 F 是闭集.

⇐=: 若 F 为闭集, 任取基本列 {xn} ⊂ F , 则它也是 E 中的基本列. 故其存在极限点 x ∈ E. 又 F 闭,
因此 x ∈ F , 故 F 完备. □

2.3.10 (Sierpinski 距离空间) 设 E := {xn : n ∈ N}, 试证: 由

d(xn, xm) :=

 1 + (n+m)−1, n 6= m,

0, n = m, n,m ∈ N

定义的 d 是 E 上的一个距离; (E, d) 的每一单点集都是开集, 因而没一点都是孤立点; (E, d) 是完备距离空
间.
再证: B(xn, 1 + (2n)−1), n ∈ N, 是一递降的闭球列, 但它们的交集为空集.
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证明: d 是距离是显然的.
设 A = {x0} ∈ E, 则 Ao = A, 因此 A 是开集, 且 xn 均为孤立点. 对任意 E 中的基本列 {xn}, ∀ε >,

∃N ∈ N, ∀m,n > N , d(xn, xm) < ε. 则 xn = xm = xN ∈ E, 因此 (E, d) 完备. 同时注意到不同点之间距离
至少为 1, 因此 B(xn, 1 + (2n)−1) 是闭球, 且 d(xn+1, xn) = 1 +

1

2n+ 1
< 1 +

1

2n
, 因此是递降闭球列. 又

B(xn, 1 + (2n)−1) 的元素为 {xm}m⩾n, 故
∞⋂
n=1

B(xn, 1 + (2n)−1) = ∅. □

§ 2.4 可分性、列紧性与紧性

2.4.1 试证: (R, d) (d(x, y) = |x− y|) 完备, 可分, 但不是紧空间.

证明: 完备性与可分性是显然的. 下面证明 R 不存在有限开覆盖, 考虑反证法, 否则令 R =
n⋃

m=1

On, 令

N = max{δ(On) : max |x− y|, x, y ∈ On}, 则
n⋃

m=1

On ⊂ B(0, 2N) $ R, 矛盾! □

2.4.2 试证: ([a, b], d) 为完备, 可分, 紧距离空间.
证明: [a, b] 是 R 的闭子集, 故根据习题 2.4.1可得结论. □

2.4.3 试证: 紧集的闭子集也是紧集, 闭集是否一定是紧集?
证明: 实际上引理 2.4.8(1) 便是本题的第一问. 后者则有反例: R 是闭集, 但不是紧集. □

2.4.4若 {An ⊂ E, n ∈ N}是递降非空紧集序列, 且 δ(An) = sup
x,y∈An

d(x, y) → 0, 则存在唯一的 x0 ∈
∞⋂
n=1

An,

将 {An} 改为闭集序列结论还成立吗?
证明: 先证明 x0 的存在性,我们知道在 An 中任取一点 an, {an}都满足 d(am, an) < min(δ(Am), δ(An)) →
0,则 {an}是基本列. 而距离空间中的紧集等价于有界,因此 {an}存在收敛子列. 根据定理 2.3.4可知 {an}

收敛, 也即
∞⋂
n=1

An 非空.

再证明 x0 是唯一的. 若存在 x1, x2 ∈
∞⋂
n=1

An 且 x1 6= x2, 记 d = d(x1, x2), 则 δ

(
∞⋂
n=1

An

)
> d, 这和题

设矛盾.

若将 {An} 改为闭集序列, 考虑反例: 在 N 上装备度量 d(x, y) =


1

min(x, y) , x 6= y,

0, x = y,

则 d 是距离,

考虑 {An : n ∈ N} ⊂ N且 An := N∩ [n,∞),则 An ↓ ∅, δ(An) ⩽
1

n
→ 0. 但

∞⋃
n=1

An 中的点不唯一. □

2.4.5 设 A ⊂ B ⊂ E, 若 B ⊂ A, 则称 A 在 B 中稠, 试证: 设 A,B,C ∈ E 且 A 在 B 中稠, B 在 C 中稠,
则 A 在 C 中稠.
证明: A ⊂ B ⊂ C, B ⊂ A, C ⊂ B, 因此只需证明 C ⊂ A.
而由定理 2.3.4, ∀x ∈ B, ∃xn ∈ B ⊂ A, 使得 xn → x ∈ A. 故 C ⊂ B ⊂ A, A 在 C 中稠. □
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2.4.6 A 为疏朗集的充要条件是任何非空开集 B 都有一非空开集 C ⊂ B, 使 C ∩A = ∅.
证明: 当 A 为疏朗集, 则 A 中不包含任何开集, 从而对于任何非空开集 B, ∃B(x0, r0) ∈ B, 且 ∃x1 ∈
B (x0, r0) , x1 /∈ A, 而 A 为闭集, 故必然存在 ε1 > 0, s.t. B (x1, ε1) = ∅. (否则该点为聚点, 则与 x1 /∈ A 矛
盾.). 取 0 < r1 < min (ε1, r0 − d (x0, x1)), 便有 B (x1, r1) ⊂ B (x0, r0) 且 B (x1, r1) ∩A = ∅.
如果 A 不为疏朗集, 也即 A 中有内点, 则 ∃B (x0, r0) ⊂ A. 由题设条件, 存在非空开集 (不妨设为非空

开球), 设 B (x1, r1) ⊂ B (x0, r0), s.t. B (x1, r1) ∩A 6= ∅, 则与 B (x1, r1) ⊂ B (x0, r0) ⊂ A 矛盾. 故 A 为疏
朗集. □

2.4.7 疏朗集的余集是稠集, 并举例说明稠集的余集不一定是疏朗集.
证明: 设 A 是 (E, d) 中的疏朗集, 则根据习题 2.4.6, ∀x ∈ E, ∀r > 0, B(x, r) ∩ A = ∅, 则推出
B(x, r)∩Ac 6= ∅, 因此 Ac 在 E 中稠. 在实数集中, 无理数集是稠集, 但其余集有理数集仍为稠集. □

2.4.8 给定 (E, d), A ⊂ E, 则下列命题成立.
(1) a ∈ A 当且仅当存在 {an : n ∈ N} ⊂ A 使 d(an, a) → 0, 即 (an → a), n→ ∞.
(2) a ∈ A′ 当且仅当存在 {an : n ∈ N} ⊂ A, 且 an, n ∈ N 两两不同, 使 d(an, a) → 0.

证明: (1) ⇐: 显然成立, 若存在 {an : n ∈ N} ⊂ A 使 d (an, a) → 0, 则 a 为聚点, 故 a ∈ Ā.
⇒: a ∈ A 时显然成立, 取 an = a 即可. a ∈ Ā\A 时, 若存在 ε0 > 0 使得 A 中任何点列 {an} 都有

d (an, a) ⩾ ε0, 则 B (a, ε0) \{a} 不在 A 中, 即 B (a, ε0) \{a} ⊂ Ac. 而 a ∈ Ā, 故 a /∈ (Ac)
o, 矛盾.

(2) ⇐: 显然成立, 若存在 {an : n ∈ N} ⊂ A, 且 an, n ∈ N 两两不同, 使 d (an, a) → 0, 则 a 为聚点, 故
a ∈ A′.

⇒: 当 a ∈ A′, 则 ∀N(a), A ∩ (N(a)\{a}) 6= ∅. 取 a 的邻域 B

(
a,

1

n

)
, n ∈ N, 则每个 A∩ (N(a)\{a})

中都可选出一点 an, 与 an−1 不同. 且 d (an, a) <
1

n
. 故存在 {an : n ∈ N} ⊂ A, 且 an, n ∈ N 两两不同, 使

d (an, a) → 0. □

2.4.9 设 (E, d) 为一紧距离空间, {Gλ : λ ∈ A} 是 E 的一个开覆盖, 则 ∃α > 0 使任何半径为 a 的开球至少
被包含在一个 Gλ 之中 (Lebesgue 性). 并试举一反例说明: 当 E 为全有界时, 上述结论不真.
证明: 若任何 α > 0, 半径为 α 的开球都不被包含在一个 Gλ 之中, 则选取一列递降开球列 Bn, 且第 n 个
开球 Bn 的半径小于

1

n
, 同时在每个球中选取一点 an.

则在紧距离空间中, {an} 存在聚点, 设为 a0, 则存在 {an} 的子列 {ank} 收敛到 a0. 因为 {Gλ : λ ∈ A}
是 E 的一个开覆盖, 故 ∃λ, s.t. a0 ∈ Gλ, 且 E\Gλ 6= ∅ (否则 E 中的每个开球已经被 Gλ 覆盖), 令 d 为 a0

到 E\Gλ 的距离, 且严格大于 0 , 由于 {ank} 收敛到 a0, 故存在 ∃nk >
2

d
, s.t. d (ank, a0) <

d

2
, 而

∀x ∈ Ank, d (x, a0) ⩽ d (x, ak) + d (ak, a0) <
1

nk
+
d

2
=
d

2
+
d

2
= d.

则 Ank ∈ Gλ 与假设矛盾, 故 (E, d) 具有 Lebesgue 性.

设 E =

{
1

n
: n ∈ N

}
, d(x, y) = |x − y|, 为完全有界, 但不是紧集,

(
1

n2
, 1

)
是 E 的一个开覆盖, 但永

远存在其无法包含的开球. □

2.4.10 在紧距离空间中, 若 {xn} 两两不同, 且只有一个聚点 a, 则 xn → a (n→ ∞).
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证明: 设此空间为 E, 由紧性得 {xn} 有界, 若 xn → a 不成立, 则 ∀r > 0, (E\B(a, r)) ∩ {xn} 有无限个元
素, 则必然存在聚点, 这与题设矛盾. □

2.4.11 相对紧集一定全有界, 而在完备距离空间中, 全有界集一定相对紧.
证明: 见定理 2.4.11. □

2.4.12 Rn 中的子集为紧集当目仅当它是有界闭集.
证明: ⇒: 当 Rn 中的子集为紧集, 由定理 2.4.10 知道其为闭集且列紧, 又由定理 2.4.9 知道其有界.

⇐: 考虑 Rn 中的有界闭子集, 我们将证明其为紧集. 根据定理 2.4.11, 只需证明有界闭集为列紧集. 任
取 A ⊂ Rn 为有界闭集, 则其中任一序列 {xn} 为有界序列, 存在聚点. 又因为 A 为闭集, 故此聚点在 A 中,
而 A = A, 故由定理 2.4.11 知其为紧集. □

2.4.13 (E, d) 中任何两紧集之并仍为紧集.
证明: 设 A,B 为 E 中的紧集,则任意 A,B 的开覆盖 Aα, Bβ 存在有限开覆盖. 故 A∪B 的任意开覆盖自然
是 A,B 的开覆盖,故存在有限开覆盖 Aα, Bβ,且 Aα∪Bβ 为 A∪B 的有限开覆盖,故 A∪B 为紧集. □

2.4.14 设 (En, dn) , n ∈ N 为一距离空间列.

E∞ := E1 × E2 × · · · := {x : x = (x1, x2, · · · ) , xn ∈ En, n ∈ N} ,

d (x, x′) :=
∞∑
n=1

1

2n
min (dn (xn, x′n) , 1) ,

试证:
(1) (E∞, d) 为一距离空间;
(2) 设 n ∈ N, Uk 是 Ek 的开子集 (k = 1, 2, · · · , n), 则 (E∞, d) 中一切形如

G := U1 × · · · × Un × En+1 × · · ·

:=

{
x ∈ E∞ :

x = (x1, · · · , xn, · · · ) , xk ∈ Uk, k = 1, 2, · · · , n,
xl ∈ El, l = n+ 1, n+ 2, · · ·

}
都是 E∞ 的开集;
(3) (E∞, d) 的任一开集都是形如 (2) 的集的并, 即一切由 (2) 列出的集族是 (E∞, d) 的一个拓扑基;
(4) 若每一 (En, dn) 可分, 则 (E∞, d) 可分;
(5) 若每一 (En, dn) 是紧空间, 则 (E∞, d) 也是紧空间.

证明: (1) 只需验证 d 是距离.

(i) ∀n ∈ N, min(dn(xn, yn), 1) ⩾ 0, 故 d(x, y) ⩾ 0;

(ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ min(dn(xn, yn, 1)) = 0, ∀n ∈ N ⇐⇒ xn = yn, ∀n ∈ N =⇒ x = y;

(iii) 显然 d(x, y) = d(y, x);

(iv) d(x, y) ⩽
∞∑
n=1

2−nmin(dn(xn, zn)+dn(zn, yn), 1) ⩽
∞∑
n=1

2−nmin(dn(xn, zn), 1)+
∞∑
n=1

2−nmin(dn(zn, yn), 1) =

d(x, z) + d(z, y).
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因此 d 是距离, (E, d) 是距离空间.

(2)我们知道 ∀k = 1, 2, · · · , n, ∀xk ∈ Uk,存在它的邻域 N(xk) ⊂ Uk. 故 N(x1)×N(x2)×· · ·×N(xn)×
En+1 × · · · 是 x 在 G 中的邻域, 故 G 是 E∞ 中的开集.

(3) 设 U 是 E∞ 中的开集, 则 ∀x0 ∈ U , ∃δ ∈ (0, 1), s.t. d(x, x0) < δ 时有 x ∈ U . 因此 dn(x0n, xn) < δ

时 x ∈ U , 故 x ∈ U1 × U2 × · · · × Un × · · · , 其中 Un = B(x0n, δ). 遍历 x0 即可得到结论.

(4) 若 En 可分, 则存在稠子集 An ⊂ En. 下面证明 A := A1 × A2 × · · · × An × · · · 为 E∞ 的稠子集.
我们知道存在 xn, s.t. dn(x0n, xn) < ε, 故 x := (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ A, 且 d(x, x0) < ε. 因此 E∞ 可分.

(5) 根据定理 2.4.11, En 完备且全有界. 因此 E∞ 也是完备的, 我们只需证明其全有界. 我们知道

∀n ∈ N, ∀ε > 0, 都存在 kn ∈ N, s.t. {xn1, xn2, · · · , xnkn} ⊂ En ⊂
kn⋃
n=1

B(xkn , ε). 同时取充分大的整

数 N , s.t.
∞∑

n=N+1

2−n < ε, 令 x′ := (x1, x2, · · · , xN ), xi ∈ {xn1, xn2, · · · , xnkn}, i = 1, 2, · · · , N . 令

A :=

kn⋃
n=1

B(x′n, 2ε), 则 ∀x ∈ E, ∃x′ ∈ A, s.t. d(x, x′) <
N∑
n=1

ε

2n
+ ε < 2ε. 故 A 是 E∞ 的有限 ε 网, 故 E∞

全有界, 为紧空间. □

§ 2.5 距离空间上的映射与函数

2.5.1 完成引理 2.5.2、引理 2.5.3、引理 2.5.4、引理 2.5.8 和引理 2.5.9 的证明.

证明: 引理 2.5.2:

(2) ⇒ (3): 当 F 为闭集, 显然 F c 是开集. 而 f−1(F c) = (f−1(F ))c 为开集, 故 f−1(F ) 为闭集.

(3) ⇒ (5): 我们知道任意 S 中的闭集 F , 都有 f−1(F ) 为闭集. 又 A ⊂ f−1(f(A)) 且 f(A) 为闭
集,f−1(f(A)) 为闭集. 因此

A ⊂ f−1(f(A)) = f−1(f(A)), f−1(A) ⊂ f(f−1(f(A))) ⊂ f(A).

(5) ⇒ (4): 我们知道 ∀A ∈ S 都有 f(f−1(A)) ⊂ A, 因此

f(f−1(A)) ⊂ f(f−1(A)) ⊂ A.

故 f−1(A) ⊂ f−1(A).

引理 2.5.3: 我们知道 f2, f3 都是连续的, 因此根据引理 2.5.2(2), 任意 E3 中的开集 A 都有 f−1
2 (A) 是

E2 的开集, f−1
1 (f−1

2 (A)) 是 E1 的开集. 因此 f2 ◦ f1 是连续的.

引理 2.5.4: 我们有 ∀x0 ∈ E, ∀ε > 0, ∃δ > 0,当 d(x, x0) < δ 时有 |f(x)−f(x0)| < ε, |g(x)−g(x0)| < ε.
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我们有

||f(x)| − |f(x0)|| ⩽ |f(x)− f(x0)|,

|αf(x)− αf(x0)| = |α||f(x)− f(x0)|,

|f(x) + g(x)− f(x0)g(x0)| ⩽ |f(x)− f(x0)|+ |g(x)− g(x0)|,

|f(x)g(x)− f(x0)g(x0)| ⩽ |f(x)||g(x)− g(x0)|+ |g(x0)||f(x)− f(x0)|

⩽ (|f(x0) + ε|)|g(x)− g(x0)|+ |g(x0)||f(x)− f(x0)|,∣∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(x0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

f(x)f(x0)

∣∣∣∣ |f(x)− f(x0)|,

f ∨ g =
|f − g|+ f + g

2
,

f ∧ g =
|f − g| − (f + g)

2
.

因此各函数均为实值连续函数.
引理 2.5.8: 我们知道 ∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 d(x, x0) < δ 时 ρ(f(x) − f(x0)) < ε. 而

{B(x0, δ(x0, ε))} 组成了 E 的一组开覆盖, 因此由紧集的性质, 必然存在有限子覆盖

B(x1, δ(x1, ε)), B(x2, δ(x2, ε)), · · · , B(xn, δ(xn, ε)).

取 δ(ε) := min
1⩽k⩽n

δ(xk, ε), 则 ∀x1, x2 ∈ E, ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, s.t. 当 d(x1, x2) < δ(ε) 时有 ρ(f(x1), f(x2)) <

ε. 这便是一致连续.
引理 2.5.9: 设 {Gα} 是 f(E) 的一组开覆盖, 我们知道 f 是连续的, 因此 {f−1(Gα)} 是 E 的一组开覆

盖. 故存在有限子覆盖 {f−1(Gβ)}. 此时 {Gβ} 是 f(E) 的有限开覆盖, 因此 f(E) 也是紧集. 又 f(E) ⊂ R,
因此是有界闭集. 因此存在 a = max f(E), b = min f(E). 又因为 a, b 是聚点, 所以存在 an → a, bn → b.
因此存在 f−1(an) 的子列 {f−1(ank)} 收敛, 设其极限为 a0, 则 f(f−1(ank)) = ank → f(a0) = a. 因此 f(x)

存在最大值, 同理存在最小值. □
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第三章 测度空间与概率空间

§ 3.1 集类

3.1.1 试验证 3.1.3 例 2 的 d = 1, 3 情形.
例 2: 设 Ω = Rd, d ⩾ 1, 则

S :
{
(a, b] ⊂ Rd : a = (a1, · · · , ad), b = (b1, · · · , bd),−∞ ⩽ ak ⩽ bk ⩽ ∞, k = 1, · · · , d

}
是 Rd 的一个半集代数.
证明: 我们需要证明 S 对交封闭, 包含全集和空集, 并且 ∀A,A1 ∈ S , A1 ⊂ A, ∃{A2, A3, · · · , An} ⊂ S ,

A1, A2, · · · , An 两两不交, 且 A =
n⋃
k=1

Ak.

我们只需取 a = b, 则 (a, b] = ∅, 而取 ak = −∞, bk = ∞, 则 (a, b] = Rd. 并且其对交封闭是显然的. 下

面证明: ∀A,A1 ∈ S , A1 ⊂ A, ∃{A2, A3, · · · , An} ⊂ S , A1, A2, · · · , An 两两不交, 且 A =
n⋃
k=1

Ak.

若 d = 1, 有

(a1, b1] = (a1, a2] ∪ (a2, b2] ∪ (b2, b1].

若 d = 3, 有

(a, b] = (a′, b′] ∪

(
26⋃
k=1

Ak

)
.

这里 Ak 有 26 个的原因是 a′, b′ 将 a, b 分为 27 个小立方体. □

3.1.2 设 S 是 Ω 的半集代数, 试证:
(1)若 {A,A1, · · · , An} ⊂ S ,且 Ak ⊂ A, k = 1, 2, · · · , n两两不交,则存在 {An+1, An+2, · · · , As} ⊂ S ,

使 A1, A2, · · · , As 两两不交, 且 A =
s⋃

k=1

Ak;

(2) 若 {A1, A2, · · · , An} ⊂ S , 则在 S 中存在两两不交的有限个集 B1, B2, · · · , Bt, 使每个 Ak 可以表
成若干个 Bj 之并.
证明: (1) 考虑归纳法. 当 n = 1, 结论显然.
假设 n− 1 时命题成立, 则存在 B1, B2, · · · , Bm ∈ S , 使得 A,A1, · · · , An−1, B1, B2, · · · , Bm 两两不交,

且它们的并

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
∪

(
m⋃
i=1

Bi

)
= A.
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考虑引入新集合 An ∈ S , 它至少要与 {Ak, 1 ⩽ k ⩽ n− 1, k ∈ N} 中的任意一集不交, 注意到

A =

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
∪

(
m⋃
i=1

Bi

)
=

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
∪

(
An ∪

(
m⋃
i=1

(Bi\(Bi ∩An))

))
,

我们知道半集代数对交封闭, 故 Bi ∩ An ⊂ Bi ∈ S , 因此存在 Ci1, Ci2, · · · , Citi ∈ S , 它们两两不交, 且
ti⋃
j=1

Cij = Bi\(Bi ∩An), 因此

A =

(
n⋃
k=1

Ak

)
∪

(
m⋃
i=1

ti⋃
j=1

Cij

)
=

s⋃
k=1

Ak.

(2) 同样考虑归纳法, 当 n = 2 时, 存在两两不交的集列 {B1i, 1 ⩽ i ⩽ n1}, {B2i, 1 ⩽ i ⩽ n2}, 使得

A1 = (A1 ∩A2) ∪

(
n1⋃
i=1

B1i

)
, A2 = (A1 ∩A2) ∪

(
n2⋃
i=1

B2i

)
,

因此只需令 B1 = A1 ∩ A2, {Bi, 2 ⩽ i ⩽ 1 + n1} = {B1i, 1 ⩽ i ⩽ n1}, {Bi, 2 + n1 ⩽ i ⩽ 1 + n1 + n2} =

{B2i, 1 ⩽ i ⩽ n2} 即可.
设 {A1, A2, · · · , An−1} ⊂ S 时命题成立, 也即存在两两不交的 {B1, B2 · · · , Bt1} ⊂ S 满足条件.
考虑 An ∈ S , 则 An ∩Bk ⊂ Bk ∈ S , 且它们两两不交. 因此存在两两不交的 {Cki , 1 ⩽ i ⩽ mk} ⊂ S ,

它们两两不交且都不和 An ∩Bk 相交, 且

Bk = (Bk ∩An) ∪

(
mk⋃
l=1

Ckl

)
,

考虑到 (1), 我们有: 存在两两不交且与 An ∩Bk 两两不交的 {C1, · · · , Cm} ⊂ S , 使得

An =

(
t1⋃
k=1

(An ∩Bk)

)
∪

(
m⋃
i=1

Ci

)
,

只需取 {B1, · · · , Bt} = Bk ∩An, Ckj 即可, 其中 j = 1, · · · ,mk, k = 1, · · · , t1. □

3.1.3 称 Ω 的子集类 S 为半环, 如果它满足定义 3.1.1 中的 (ii) (iii). 试证:
(1) ∅ ∈ S ;
(2) S :=

{
(a, b] : a, b ∈ Rd, a ⩽ b

}
是 Rd 的半环.

证明: (1) 是易见的, 只需取两个不交的集 A,B ∈ S , 由于半环 S 对交封闭, 则 ∅ ∈ S ;
(2) S 对交封闭是显然的, 考虑 a ⩽ a1 ⩽ b1 ⩽ b, 则

(a, b] = (a1, b1] ∪
(
∪3n−1
k=1 Ak

)
,

其中 Ak 是 a1, b1 在区间 (a, b] 中划分出的小区间, 且不等于 (a1, b1]. □

3.1.4 称 Ω 的子集类 R 为环 (或布尔环), 如果它满足 A,B ∈ R, 则有 A ∪ B,A\B ∈ R. 试证: Ω 的子集
类 R 是环的充要条件是对并及真差封闭.
证明: 我们知道

A\B = A ∪B −B ∈ R,
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故子集类 R 对真差封闭. □

3.1.5 如果将对称差看作集合间的加法运算“+”, 将交看作集合间的乘法运算“·”, 则
(1) Ω 的任一集代数 A 对”+” ”·” 作成一个具单位元的可换环, 而且每个元都是幂等的 (即 A ·A = A);
(2) Ω 的任一环 R 对”+” 及”·” 作成一幂等可换环.

证明: (1) 回忆幂等交换环的定义, 我们只需证明:

(i) (A ,∆) 是 Abel 群且有单位元 ∅;

(ii) (A ,∩) 是交换半群且有单位元 Ω;

(iii) ∩ 对于 ∆ 满足左右分配律;

(iv) A ∩A = A.

这意味着, 我们需要证明:

(i) (a) ∀A,B ∈ A , A∆B = B∆A ∈ A ;

(b) ∀A,B,C ∈ A , (A∆B)∆C = A∆(B∆C);

(c) ∀A ∈ A , A∆∅ = ∅∆A = A;

(d) ∀A ∈ A , ∃B ∈ A , A∆B = B∆A = ∅;

(ii) (a) ∀A,B ∈ A , A ∩B = B ∩A ∈ A ;

(b) ∀A,B,C ∈ A , A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C;

(c) ∀A ∈ A , A ∩ Ω = Ω ∩A;

(iii) ∀A,B,C ∈ A ,

A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C),

(B∆C) ∩A = (B ∩A)∆(C ∩A).

我们知道 A∆B = (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac), 因此 (i)(a) 是显然的. (i)(b) 已经在习题 1.1.4(6) 中证明, 而
(i)(c),(i)(d),(ii)(a),(ii)(b),(ii)(c) 显然. (iii) 已经在习题 1.1.6中证明.
同时 A ∩A = A, 因此 A 是幂等可换环.
(2) 由习题 3.1.4和 (1) 可知结论成立. □

3.1.6 设 S 为 Ω 的一个半环, 则

{A ⊂ Ω : A =
n⋃
k=1

Ak, n ∈ N, {A1, A2, · · · , An} ⊂ S两两不交}

为包含 φ 的最小环, 由此说明{
A ⊂ Rd : A =

n⋃
k=1

(ak, bk] , n ∈ N, ak, bk ∈ Rd, ak ⩽ bk, k = 1, 2, · · · , n

}

是一个环 (由此可以看出环在表述上有方便之处).
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证明: 置

A = {A ⊂ Ω : A =
n⋃
k=1

Ak, n ∈ N, {A1, A2, · · · , An} ⊂ S两两不交},

我们将证明 A 是环, 也即 ∀A,B ∈ A , A ∪B ∈ A , 且 B ⊂ A 时有 A\B ∈ A .

考虑两两不交的 A1, · · · , An ∈ S , B1, · · · , Bm ∈ S, 且 A =

n⋃
k=1

Ak, B =

m⋃
k=1

Bk.

考虑 1 ⩽ k ⩽ n, 1 ⩽ l ⩽ m, 若 Ak ∩ Bl = ∅, 则 Ak ∪ Bl ∈ A; 若 ∃k1, k2, Ak ∩ Bl 6= ∅, 于是

Ak ∩Bl ⊂ Ak ∈ S , 故 ∃Ak1 , Ak2 , · · · , Akn ∈ S , s.t. Ak = (Ak ∩Bl) ∪

(
kn⋃
n=k1

An

)
. 同理也可以对 Bl 作类

似操作. 因此

A ∪B =

(
n⋃
k=1

kn⋃
n=k1

An

)
∪

(
m⋃
k=1

lm⋃
m=l1

Bm

)
∈ A .

□

3.1.7 若 Ak ⊂ Ω, k = 1, 2, · · · , n 两两不交, 且
n⋃
k=1

Ak = Ω. 设 E := {A1, A2, · · · , An} , 试将 A (E ) 的全部

元用 E 的元表出, 请读者考查此 A (E ) 与 Ωn = {1, 2, · · · , n} 的一切子集作成的集代数之间的关系.
证明: 回忆集代数: 包含全集, 且对有限交, 有限并, 补封闭. 因此 A (E ) 是 E 的元进行有限交, 有限并, 补
得到的, 因此

A (E ) =

{
∅,

⋃
α∈Ωn

Aα

}
,

这其中自然包含了任取 k 个 Ai 的并和其的补, 也包含了全集 Ω. 而有限交则是空集. 定义 Ωn 的一切子集
作成的集代数为 P(Ωn), 我们可以找到一一映射:

P(Ωn) 7→ A (E ),

{k1, k2, · · · , kn} →
⋃
i=1

Aki .

因此 P(Ωn) = A (E ). □

3.1.8 设 E 是 Ω 的任一子集类, 且

E1 := {A : A ∈ E 或 Ac ∈ E } ∪ {∅,Ω},

E2 :=

{
n⋂
k=1

Ak : Ak ∈ E1, k = 1, 2, · · · , n, n ∈ N

}
,

则 A :=

{
m⋃
i=1

Bi : Bi ∈ E2, i = 1, 2, · · · ,m两两不交,m ∈ N

}
是包含 E 的最小集代数 (即由 E 生成的集代

数 A (E ) ).
证明: 首先证明 A 是集代数. Ω ∈ A 和 A 对有限并封闭是显然的, 所以我们将证明它对有限交、取余集
运算封闭.
考虑

m1⋃
i=1

B1i = C1 ∈ A ,

m2⋃
j=1

B2j = C1 ∈ A .
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其中

B1i =

n1i⋂
k=1

A1k ∈ E2, B2j =

n2j⋂
k=1

A2k ∈ E2,

A1k ∈ E1, k = 1, 2, · · · , n1i, A2k ∈ E1, k = 1, 2, · · · , n2j

则

C1 ∩ C2 =

m1⋃
i=1

m2⋃
j=1

(B1i ∩B2j), B1i ∩B2j =

(
n1i⋂
k=1

Ak

)
∩

(
n2j⋂
k=1

Ak

)
∈ E2.

我们知道 B1i ∩B2j 在 i, j 取到不同的值时, 它们是两两不交的, 因此 C1 ∩ C2 ∈ A , 即 A 对交封闭.

考虑 C =
m⋃
i=1

ni⋂
j=1

Aj ∈ A (其中 Aj ∈ E1, j = 1, 2, · · · , ni),则 Cc =
m⋂
i=1

ni⋃
j=1

Acj , A
c
j ∈ E1, j = 1, 2, · · · , ni.

首先可以证明
ni⋃
j=1

Acj ∈ A . 事实上, 考虑 A,B ∈ E1, 有 Ac, Bc ∈ E1, 从而

A ∪B = (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∈ A .

而我们已经证明 A 对于有限交封闭, 因此 Cc ∈ A , 即 A 对取余集运算封闭.
故 A 是集代数. 由 E1,E2,A 的定义易知 E ⊂ A , 因此 A (E ) ⊂ A . 又由 E1,E2,A 的定义易知

A ⊂ A (E ), 因此 A = A (E ). □

3.1.9 设 Ω 为不可数集, 试证:
(i) Ω 的一切有限集, 可数集以及它们的余集作成一个 σ 代数;
(ii) Ω 的一切有限集, 可数集作成 Ω 的一个 σ 环 (即 Ω 的对可数并及差封闭的子集类).

证明: (i) 回忆 σ 代数的定义: 包含全集, 对余封闭, 对可数并封闭.
设此集类为 A , 我们知道有限集的可数并可数, 可数集的可数并也可数, 考虑 Aα(α ∈ I1) 是可数集或

有限集, Aγ(γ ∈ I2) 是可数集或有限集的余集, 且 I1, I2 是正整数的至多可数子集, 则(⋃
γ∈I2

Aγ

)
∪

( ⋃
α∈I1

Acα

)
=

(( ⋂
α∈I1

Aα

)
∩

(⋂
γ∈I2

Acγ

))c
,

我们知道

( ⋂
α∈I1

Aα

)
∩

(⋂
γ∈I2

Acγ

)
至多可数, 所以它们的可数并是至多可数集的余集. 因此 A 对可数并封

闭.
A 对余封闭是显然的, 而 Ω = ∅c, 则 A 包含全集. 故 A 是 σ 代数.
(ii) 设 Ω 的一切有限集, 可数集构成集类为 F , 我们知道至多可数集的可数并至多可数, 所以 F 对可数

并封闭. 而至多可数集的差至多可数, 所以 F 对差也封闭. □

3.1.10 设 E 是 Ω 的任意子集类, A ∈ σ(E ), 则有 E 的一个可列子类 D 使 A ∈ σ(D).
证明: 考虑集类

Λ := {A ∈ σ(E ) : ∃D ⊂ E ,D可列, A ∈ σ(D)},

我们知道 E ⊂ Λ, 只需证明 Λ 是 σ 代数, 这样便有 σ(E ) ⊂ Λ, 而 Λ ⊂ σ(E ), 则 Λ = σ(E ). 下面证明 Λ 是
σ 代数:
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(1) 显然 Ω ∈ Λ;
(2) 若 A1 ∈ Λ, 则存在 D1 ⊂ E , 使得 A1 ∈ σ(D1). 因此 Ac1 ∈ D1, 故 Ac1 ∈ Λ;

(3) 考虑 Ai ∈ σ(Di), 则 Ai ∈ σ(Di) ⊂ σ

(
∞⋃
i=1

Di

)
. 我们知道

∞⋃
i=1

Di ⊂ E 且可列, 且 σ

(
∞⋃
i=1

Di

)
对可

列并封闭, 因此
∞⋃
n=1

An ∈ σ

(
∞⋃
i=1

Di

)
, 故

∞⋃
n=1

An ∈ Λ.

因此 Λ 是 σ 代数. 证毕. □

3.1.11 设 E := {Ak, k = 1, 2, · · · }, 其中 Ak ⊂ Ω, k = 1, 2, · · · 两两不交, 试求 σ(E ).
证明: 考虑集类

G :=

{⋃
i∈I1

Ai, I1 ∈ P(N)

}
∪

{(⋃
j∈I2

Aj

)c
, I2 ∈ P(N)

}
,

我们知道, 将 E 中集类 {Ai, i ∈ I1} 中的元素以及集类 {Aj , j ∈ I2} 中元素的余集进行至多可数并, 可以得

到

(⋃
i∈I1

Ai

)
,
(⋃
j∈I2

Aj

)c
, 这里 I1, I2 ⊂ P(N), 因此 G ⊂ σ(E ).

下面证明 G 是 σ 代数:
(1) 考虑 I1 = I2 = ∅, 显然 Ω ⊂ G;
(2) G 对余封闭是显然的;
(3) 考虑 G 中元素的可数并

A =

(
∞⋃
k=1

⋃
i∈I1k

Ai

)
∪

(
∞⋃
k=1

( ⋃
j∈I2k

Aj

)c)

我们知道 {Ak, k = 1, 2, · · · } 是两两不交的, 令 I1 =
∞⋃
k=1

I1k, I2 =
∞⋂
k=1

I2k, 则

A =

(⋃
i∈I1

Ai

)
∪

⋃
j∈I2

Aj

c

故

1A =
∑
i∈I1

1Ai
+ 1−

∑
j∈I2

1Aj
−
∑
i∈I1

1Ai

1−
∑
j∈I2

1Aj


= 1−

∑
j∈I2

1Aj
+

∑
l∈I1∩I2

1Al

= 1−
∑

l∈I2\I1
1Al

因此

A =

 ⋃
l∈I2\I1

Al

c

,

而 I2\I1 ⊂ N, 且至多可数. 因此 A ∈ G. 故 G 是 σ 代数, 因此 σ(E ) ⊂ G. 故 σ(E ) = G. □
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3.1.12 设 A 是 Ω 的一个子集, E := {B : A ⊂ B ⊂ Ω}, 试指出 σ(E ) 由哪些集组成.
证明: 注意到 E 是 π 系, 因此 Λ(E ) = σ(E ). 我们知道 Λ 系对真差以及不降序列的并封闭, 考虑 {Bn :

n ∈ N} ⊂ Λ(E ), Bn ↑, 则 B2 −B1 ∈ Λ(E ),
∞⋃
k=1

Bk ∈ Λ(E ).

定义 C := {C ∈ Ω : C ∩A = ∅}, 则对任意的 B1, B2 ∈ E , 且 B1 ⊂ B2 都有 (B2\B1) ∩A = ∅. 而对任
意的 C1, C2 ∈ C, C1 ⊂ C2, 都有 C2\C1 ∈ C. 同时 E 中的集合和 C 中的集合不可能互相包含. 因此 E ∪ C
对真差封闭.
下面证明 Λ(E ) = E ∪ C = σ(E ):
考虑 D := {Bn : n ∈ N} ⊂ E ∪ C, Bn ↑, 有 D ⊂ E 或 D ⊂ C. 容易知道 D , C 都对不降序列的并封闭,

所以 E ∪ C 是 λ 系, Λ(E ) = σ(E ) ⊂ D .
同时考虑 ∀C ∈ C, 都有 Cc ∈ D , 故 E ∪ C ⊂ σ(E ).
故 E ∪ C = σ(E ). □

3.1.13 设 E 是 Ω 的一个子集类, ∅ 6= A ⊂ Ω, 令 E ∩A := {B ∩A : B ∈ E }.
试证: A (E ) ∩A 是 A 的子集类 E ∩A 生成的 A 的集代数, σ(E ) ∩A 是 A 的子集类 E ∩A 生成的 A

的 σ 代数.
证明: (1)我们先证明 A (E )∩A = AA(E ∩A). 首先证明 A (E )∩A是 A的集代数. 考虑 B1, B2 ∈ A (E ),
则有 B1 ∩A,B2 ∩A ∈ A (E ) ∩A, 我们有

(B1 ∩A) ∩ (B2 ∩A) = (B1 ∩B2) ∩A ∈ A (E ) ∩A;

(B1 ∩A) ∪ (B2 ∩A) = (B1 ∪B2) ∩A ∈ A (E ) ∩A;

A− (B1 ∩A) = A\B1 = Bc
1 ∩A ∈ A (E ) ∩A.

同时由于 Ω,∅ ∈ A (E ),因此 A,∅ ∈ A (E )∩A. 因此A (E )∩A是 A的集代数. 我们知道 E ∩A ⊂ A (E )∩A,
因此 AA(E ∩A) ⊂ A (E ) ∩A.
考虑集类

C = {C ∈ A , C ∩A ∈ AA(E ∩A)},

则 C 是 Ω 的集代数, 我们知道 E ⊂ C, 因此 A (E ) ⊂ C, 因此 A (E ) ∩ A ⊂ AA(E ∩ A). 故 A (E ) ∩ A =

AA(E ∩A).
(2) 下面证明 σA(E ∩ A) = σ(E ) ∩ A. 首先证明 σ(E ) ∩ A 是 A 的 σ 代数. 与 (1) 同理, 可以得到

Ω ∈ σ(E ) ∩A, 且 ∀B ∈ σ(E ) ∩A, A\B ∈ σ(E ) ∩A. 于是我们只需证明 σ(E ) ∩A 对可数并封闭. 考虑

{Bk, k ∈ N} ⊂ σ(E ), {Bk ∩A, k ∈ N} ⊂ σ(E ) ∩A,

我们有
∞⋃
k=1

(Bk ∩A) =

(
∞⋃
k=1

Bk

)
∩A ∈ σ(E ) ∩A,

因此 σ(E ) ∩A 是 σ 代数. 因此 σA(E ∩A) ⊂ σ(E ) ∩A.
考虑集类

G = {G ∈ σ(E ), G ∩A ∈ σA(E ∩A)},

我们将证明 G 是 Ω 的 σ 代数:
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(a) 显然 Ω ∈ G;
(b) 考虑 G ∈ G, 则 Gc ∩A = A\G ∈ σA(E ∩A);

(c) 考虑 {Gk, k ∈ N} ⊂ G, 则
∞⋃
k=1

Gk ∈ σ(E ),
(

∞⋃
k=1

Gk

)
∩A =

∞⋃
k=1

Gk ∩A ∈ σA(E ∩A).

因此 G 是 Ω 的 σ 代数, 由 E ⊂ G, 则 σ(E ) ⊂ G, 则 σ(E )∩A ⊂ σA(E ∩A). 故 σ(E )∩A = σA(E ∩A).
□

3.1.14 若 A 是集代数且对一切两两不交的集序列的并封闭, 则 A 是 σ 代数.
证明: 回忆集代数的定义: 包含全集, 对有限交, 有限并, 补封闭. 因此我们只需证明 A 对可数并封闭. 考
虑 {An : n ∈ N} ⊂ A 是一集序列, 根据习题 1.1.9, 我们知道, 令

B1 = A1, Bn = An\

(
∞⋃
k=1

Ak

)
∈ A ,

则 {Bn : n ∈ N} 两两不交. 但
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn ∈ A . □

3.1.15 设 E 是 Ω 的一个子集类, 它含有 Ω 且对对称差与可列交两种运算封闭, 问它是不是一个 σ 代数?
证明: 我们有

(1) 显然 Ω ∈ E ;
(2) ∀A ∈ E , Ac = Ω∆A ∈ E ;

(3) 考虑 {Ak, k ∈ N} ⊂ E , 则
∞⋃
k=1

Ak =

(
∞⋂
k=1

Ack

)c
∈ E .

故 E 是 σ 代数. □

3.1.16 设 S 是一组集运算. 若 Ω 中的非空子集类 E 对 S 中每一集运算都封闭, 则称 E 为一 S 类, 试证:
(1) 任意多个 S 类之交还是 S 类;
(2) 设 E 是 Ω 的一个子集类, 则存在一个唯一的包含 E 的最小 S 类.

证明: (1) 考虑一组 S 类 {Eα, α ∈ I}, 考虑 {An} ⊂
⋂
α∈I

Eα, 则 ∀α ∈ I, {An} ⊂ Eα. 故对 {An} 进行 S 运

算得到的集合仍在 Eα 中, 自然也在
⋂
α∈I

Eα 中.

(2) 考虑 E0 是所有包含 E 的 S 类的交, 则它被任意包含 E 的 S 类包含, 且它是 S 类, 自然也是最小
S 类. □

3.1.17 称空间 Ω 中满足下述条件的集系 D 为 d 系:
(1) Ω ∈ D ;
(2) 若 A,B ∈ D 且 A ∩B = ∅, 则 B ∪A ∈ D (对不交并封闭);
(3) 若 A ⊂ B,A,B ∈ D , 则 B\A ∈ D (对真差封闭).
试证: π 系上的最小 d 系等于 π 系上的最小集代数, 从而包含某一 π 系的 d 系必包含此 π 系生成的集

代数.
证明: 记 C 为一 π 系, D(C), A (C) 分别为由 C 生成的最小 d 系与最小集代数, 则我们要证明的是
D(C) = A (C).



测度与概率 习题参考答案 第三章 测度空间与概率空间 ·33·

首先, 由 d 系及集代数的定义知, 若一个集类是集代数, 则它也是 d 系, 也就是说 A (C) 是一个包含 C
的 d 系, 因此 D(C) ⊂ A (C), 从而只需再证明 D(C) ⊃ A (C). 类似地, 若能证明 D(C) 是一个集代数, 就能
完成证明.
回顾集代数的一系列定义: 定义 3.1.4、引理 3.1.5, 以及题目给出的 d 系的定义, 若想证明 D(C) 是一

个集代数, 本质上只需证明 D(C) 对交运算封闭, 即 ∀A,B ∈ D(C), A ∩B ∈ D(C). 为此, 对于任一集合 A,
我们设

DA := {B ∈ D(C) : B ∩A ∈ D(C)}

则只需证明

∀A ∈ D(C), D(C) ⊂ DA

(注意: 通过引入 DA, 我们将原本难以直接下手的问题转化为了证明集类相互包含的问题).
然后, 同样地, 我们只需证明

∀A ∈ D(C), (i) : C ⊂ DA, 且 (ii) : DA 是 d 系.

首先证明 (i): ∀A ∈ D(C), C ⊂ DA, 由 DA 的定义知也即证明

∀A ∈ D(C), ∀B ∈ C, A ∩B ∈ D(C)

, 也即
∀B ∈ C, D(C) ⊂ DB

(很巧妙, 之前引入了 DA, 现在是 DB, 不过由 A ∈ D(C) 变成了 B ∈ C. 在继续往下看之前, 请读者先自己
写出 DB 的定义).
再一次, 同样地, 我们只需证明

∀B ∈ C, C ⊂ DB, 且 DB 是 d 系.

此处, C ⊂ DB 是显然的 (注意到题设: C 是 π 系. 请自行验证); DB 是 d 系也容易验证 (读者可以尝试先自
己验证):

(1) Ω ∈ DB 显然;

(2) 若 A1, A2 ∈ DB 且 A1 ∩ A2 = ∅, 则由 DB 的定义知 A1, A2 ∈ D(C) 且 A1 ∩ B,A2 ∩ B ∈ D(C). 因为

D(C) 是 d 系, 所以 A1 ∪ A2 ∈ D(C), 从而 (A1 ∪ A2) ∩ B = (A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B)
D(C) 是 d 系

∈ D(C), 即
A1 ∪A2 ∈ DB;

(3) 若 A1, A2 ∈ DB 且 A1 ⊂ A2, 则同样可证 A2\A1 ∈ DB (提示: 注意到定理 1.1.5(1): (A2\A1) ∩ B =

(A2 ∩B)\(A1 ∩B). 请读者自行完成这一证明);

从而我们完成了 (i) 的证明.
此外, 在证明 (i) 的过程中也完成了 (ii) 的证明. 由此我们完成了全部的证明. □

注：读者可以用同样的思路尝试梳理集合形式的单调类定理 (定理 3.1.15) 的证明思路. 之后还会多次用到
这样的思路. 总结如下: 利用“生成即最小”的原理 (例如, 由 C 生成的 σ 代数 σ(C) 是包含 C 的最小的 σ
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代数) 倒推, 当写不出来下一步的时候就引入一个新集类, 转化成证明集类相互包含的问题.

3.1.18 Ω 的子集类. M 称为 Ω 的单调类, 如果它满足:

(i) 对不降集列的并封闭: 即 An ∈ M 且 An ↑, n ∈ N, 则有
∞⋃
n=1

An ∈ M ;

(ii) 对不升序列的交封闭: 即 An ∈ M 且 An ↓, n ∈ N, 则有
∞⋂
n=1

An ∈ M .

试证:
(1) 若 A 为 Ω 的集代数且为单调类, 则 A 为 σ 代数;
(2) Ω 的任一子集 C 上的最小单调类是存在的;
(3) 若 A 为 Ω 的集代数, 则包含 A 的最小单调类等于 σ(A ), 因而包含 A 的单调类必包含 σ(A ).

证明: (1) 只需证明 A 对于可数并封闭. 对于一列集合 {An : n ∈ N} ⊂ A , 考虑 Bn =

n⋃
k=1

Bk, 则

Bn ↑, 且易证
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

An. 又由于 A 是集代数, 有 ∀n ∈ N, Bn ∈ A ; 且 A 是单调类, Bn ↑, 因此
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn ∈ A , 证毕.

(2) 考虑Mα, α ∈ I 是所有 C 上的单调类. 令M0 =
⋂
α∈I

Mα, 则

{An, n ∈ N} ⊂ M0 ⇒ ∀α ∈ I, {An, n ∈ N} ⊂ Mα,

因此 ∀α ∈ I, 若 An ↑,
∞⋃
n=1

An ∈ Mα; 若 An ↓,
∞⋂
n=1

An ∈ Mα. 故M0 =
⋂
α∈I

Mα 是单调类.

因为M0 被所有 C 上的单调类包含, 则M0 便是 C 上最小的单调类.
(3) 定义包含 A 的最小单调类为M (A ), 我们将证明M (A ) = σ(A ).
显然, 任何 σ 代数都是单调类 (见定义 3.1.8 及引理 3.1.9), 所以 M (A ) ⊂ σ(A ). 因此只需证明

M (A ) ⊃ σ(A ), 由 (1) 知只需证明M (A ) 是集代数.
要证明 M (A ) 是集代数, 由引理 3.1.5 知只需证明 M (A ) 对交运算及补集运算封闭. 为此, 对 ∀A ∈

M (A ), 考虑集类
MA := {B ∈ M (A ) : B ∩A ∈ M (A ), Bc ∈ M (A )} ,

则只需证明
∀A ∈ M (A ), M (A ) ⊂ MA,

进而只需证明
∀A ∈ M (A ), (i) A ⊂ MA, 且 (ii)MA 是单调类.

首先证明 (ii): MA 是单调类, 考虑不降集序列 {Bn, n ∈ N} ⊂ MA, 则 {Bn ∩ A, n ∈ N} ⊂ M (A ) 是不降
集序列, {Bc

n, n ∈ N} ⊂ M (A ) 是不升集序列. 因此(
∞⋃
n=1

Bn

)
∩A =

∞⋃
n=1

(Bn ∩A) ∈ M (A ),(
∞⋃
n=1

Bn

)c
=

∞⋂
n=1

Bc
n ∈ M (A ).
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故
∞⋃
n=1

Bn ∈ MA. 类似可证明MA 对于不升集序列的并也封闭. 故MA 是单调类.

再证明 (i)A ⊂ MA, 即
∀A ∈ M (A ), ∀B ∈ A , B ∈ MA,

也即证明
∀A ∈ M (A ), ∀B ∈ A , B ∩A ∈ M (A ), Bc ∈ M (A )

. Bc ∈ M (A ) 是显然的 (因为 A 是集代数), 剩下要证明

∀A ∈ M (A ), ∀B ∈ A , B ∩A ∈ M (A ).

为此, 设
CB := {A ∈ M (A ) : A ∩B ∈ M (A )}

则只需证明
∀B ∈ A , M (A ) ⊂ CB

进而, 只需证明
∀B ∈ A , A ⊂ CB, 且 CB 是单调类.

这是容易证明的, 请读者自行完成剩下的证明.
由此我们证明了: 若 A 是集代数, 则M (A ) = σ(A ). □

注：本题与习题 3.1.17以及集合形式的单调类定理的证明的思路大致相同: 利用“生成即最小”的原理 (例
如, 由 C 生成的 σ 代数 σ(C) 是包含 C 的最小的 σ 代数) 倒推, 当写不出来下一步的时候就引入一个新集
类, 转化成证明集类相互包含的问题.

§ 3.2 单调函数与测度的构造

3.2.1 设 (Ω,F) 是可测空间, µ 是 F 上的可加测度, 且具有次 σ 可加性, 试证 µ 是测度.
证明: 我们只需证明其 σ 可加. 考虑两两不交的 An ∈ F(n ∈ N), 由于 µ 是可加的, 因此

∞∑
n=1

µ(An) = µ

(
m⋃
n=1

An

)
⩽ µ

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

µ(An).

因此 ” ⩽ ” 必须取等. 故 µ 可加, 是测度. □

3.2.2 设 (Ω,F , µ) 是测度空间, 则
(1) µ(∅) = 0;
(2) µ 可加;
(3) µ 下方连续: 即对 F 中任何不降集列 {An} (即 An ∈ F , 且 An ↑ ) 都有

lim
n→∞

µ (An) = µ

(
∞⋃
n=1

An

)
;
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(4) µ 上方连续: 即对 F 中任何不升集列 {An} (即 An ∈ F , 且 An ↓ ) 且 m ∈ N, 使 µ (Am) <∞, 有

lim
n→∞

µ (An) = µ

(
∞⋂
n=1

An

)

提示: 注意 Am\An ↑.
证明: (1) 我们知道 A ∩∅ = ∅, 则 µ(∅) = µ(A ∪∅)− µ(A) = 0.

(2) 取 Ak ∈ F , k = 1, 2, · · · , 使得 An+1 = An+2 = · · · = ∅, 则

µ

(
n⋃
k=1

Ak

)
= µ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak) =
n∑
k=1

µ(Ak).

(3) 我们有

lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Ak\Ak−1) =
∞∑
k=1

µ(Ak\Ak−1)

= µ

(
∞⋃
k=1

(Ak\Ak−1)

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
.

(4) 考虑

An =

(
∞⋃
k=n

(Ak\Ak+1)

)
∪

(
∞⋂
k=1

Ak

)
,

故

µ(An) =
∞∑
k=n

µ(Ak\Ak+1) + µ

(
∞⋂
k=1

Ak

)
取极限便得

lim
n→∞

µ (An) = µ

(
∞⋂
n=1

An

)
.

□

3.2.3 设 (Ω,F) 为可测空间, µ 为 F 上可加测度, 且满足下述两条件之一:
(1) µ 下方连续;

(2) µ(Ω) < ∞ 且对 F 中任何下降到 ∅ 的集列 {An} (即 An ∈ F , 且 An ⊃ An+1, n ∈ N,
∞⋂
n=1

An = ∅)

都有

lim
n→∞

µ (An) = 0 = µ(∅)

则 µ 为 F 上的测度.
证明: 我们只需证明 µ 是 σ 可加的. 我们知道 F 是 σ 代数, 因此 µ 有限可加.

若 (1) 成立, 令 An :=
n⋃
k=1

Bk ∈ F , 则 An ↑
∞⋃
n=1

An ∈ F , 因而

µ

(
∞⋃
n=1

Bk

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An) = lim

n→∞

n∑
k=1

µ(Bk) =
∞∑
k=1

µ(Bk),
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故 µ 是 σ 可加的. 若 (2) 成立, 令 An =
∞⋃

k=n+1

Bk, 则 An ∈ F 且 An ↓ ∅, 因此

µ

(
∞⋃
k=1

Bk

)
= µ

(
n⋃
k=1

Bk

)
+ µ

(
∞⋃

k=n+1

Bk

)
=

n∑
k=1

µ(Bk) + µ

(
∞⋃

k=n+1

Bk

)
,

我们知道

lim
n→∞

µ

(
∞⋃

k=n+1

Bk

)
= lim

n→∞
µ(An) = 0,

因此令 n→ ∞ 便有 µ

(
∞⋃
k=1

Bk

)
=

∞∑
k=1

µ(Bk), 故 σ 可加. □

3.2.4 设 (Ω,F , µ) 为测度空间, {An} 为 F 中的集序列, 记

lim inf
n→∞

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak, lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak,

试证: µ
(
lim inf
n→∞

An

)
⩽ lim inf

n→∞
µ (An).

若 ∃m ∈ N, 使 µ

(
∞⋃
k=m

Ak

)
<∞, 则

µ

(
lim sup
n→∞

An

)
⩾ lim sup

n→∞
µ (An) .

若 µ 为有限测度, 且 lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = A, 则

µ(A) = lim
n→∞

µ (An) .

证明: (1) 我们考虑
∞⋂
k=n

An ↑
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak = lim inf
n→∞

Ak, 因此

∀m > n, µ

(
∞⋂
k=n

Ak

)
⩽ µ

(
∞⋂
k=m

Ak

)
⩽ µ(Am),

故考虑 m,n→ ∞, 便有

lim
n→∞

µ

(
∞⋂
k=n

Ak

)
= µ

(
lim
n→∞

∞⋂
k=n

Ak

)
= µ

(
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

)
= µ

(
lim inf
n→∞

Ak

)
⩽ lim inf

m→∞
µ(Am).

(2) 考虑
∞⋃
k=n

Ak ↓
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

An = lim sup
n→∞

Ak, 我们知道 ∃m ∈ N, 使得 µ

(
∞⋃
k=m

Ak

)
<∞, 故

∀n > m,

(
∞⋃
k=m

Ak

)
\

(
∞⋃
k=n

Ak

)
↑

(
∞⋃
k=m

Ak

)
\

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim inf

n→∞

(
∞⋃
k=m

Ak\An

)
因此

lim
n→∞

µ

((
∞⋃
k=m

Ak

)
\

(
∞⋃
k=n

Ak

))
= µ

((
∞⋃
k=m

Ak

)
\

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

))
,
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故

lim sup
n→∞

µ(An) ⩽ lim
n→∞

µ

(
∞⋃
k=n

Ak

)
= µ

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= µ

(
lim sup
n→∞

An

)
.

□

3.2.5 证明引理 3.2.13.
引理 3.2.13: 设 ∀A ⊂ Rd, 令

λ∗(A) := inf
{

∞∑
n=1

|In| : A ⊂
∞⋃
n=1

In, In ⊂ Rd为开区间

}
,

其中 |In| 表示 In 的体积, 则 λ∗ 是 Rd 的一个外测度.
证明: 我们需要证明 λ∗ 满足:

(1) λ∗(∅) = 0;
(2) ∀A ⊂ B ⊂ Rd, λ∗(A) ⩽ λ∗(B);

(3) ∀An ⊂ Rd, n ∈ N, 有 λ∗

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

λ∗(An).

对于 (1), 任取开区间 I 使得 |i| < ε, 则有 0 ⩽ λ∗(∅) < |I| < ε.
对于 (2), 考虑 A ⊂ B ⊂ Rd, 我们知道 B 的任意开覆盖必是 A 的开覆盖, 因此 λ∗(A) ⩽ λ∗(B);

对于 (3), 若
∞∑
n=1

λ∗(An) = ∞, 则结论显然. 我们只需考虑
∞∑
n=1

λ∗(An) <∞ 的情况.

我们知道, ∀ε > 0, n ∈ N, 存在 Rd 中的开区间族 {In,k :, k ∈ N}, 使得 An ⊂
∞⋃
k=1

In,k, 且
∞∑
k=1

|In,k| ⩽

λ∗(An) +
ε

2n
. 因此

λ∗

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

∞∑
k=1

λ∗(In,k) ⩽
∞∑
n=1

λ∗(An) +
∞∑
n=1

ε

2n
=

∞∑
n=1

λ∗(An) + ε.

考虑到 ε 的任意性, 便有 λ∗

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

λ∗(An). □

3.2.6 设 An, n ∈ N 两两不交, 且
∞⋃
n=1

An = Ω (称 {An} 为 Ω 的一个可数划分), 试证: S = {∅}∪{
An,

∞⋃
k=n

Ak : n ∈ N

}
为 Ω 的半集代数.

再设 qn ⩾ 0, n ∈ N, 在 S 上定义 µ (An) = qn, µ

(
∞⋃
k=n

Ak

)
:=

∞∑
k=n

qk, n ∈ N, µ(∅) = 0, 试具体写出

σ(S ) 的元及 µ 在 σ(S ) 上的扩张.
上述测度空间与下列测度空间 (Ω,A , µ̃) 是否相同? 此时, A 为 An, n ∈ N 的任意并作成的类,

µ̃

(⋃
n∈J

An

)
=
∑
n∈J

qn, ∀J ⊂ N.

证明: 首先证明 S 是半集代数：
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(1) 显然 ∅ ∈ S ,Ω =
∞⋃
n=1

An ∈ S ;

(2) 设 A,B ∈ S , 则

i) A = ∅, 则 A ∩B = ∅ ∈ S ;

ii) A = Ai, B = Aj , i 6= j（i = j 时显然）, 则 A ∩B = ∅ ∈ S ;

iii) A = Ai, B =
∞⋃
k=n

Ak, 则 A ∩B =

∅ ∈ S , i ⩽ n

Ai ∈ S , i ⩾ n

iv) A =
∞⋃
k=i

Ak, B =
∞⋃
k=j

Ak, 则 A ∩B =
∞⋃

k=max{i,j}

Ak ∈ S .

说明 ∀A,B ∈ S , A ∩B ∈ S ;

(3) 若 B1, B ∈ S , B1 ⊂ B, 不妨设 B1 是 B 的真子集且 B1 6= ∅, 则

i) B1 = Ai ⊂
∞⋃
k=n

Ak = B 时, 取 B2 = An, B3 = An+1, · · · , Bi−n+1 = Ai−1, Ai−n+2 =
∞⋃

k=i+1

Ak, 则此

时 Bj ∈ S , j = 1, 2, 3, · · · , i− n+ 2 两两不交使得 B =
i−n+2⋃
j=1

Bj ;

ii) B1 =
∞⋃
k=i

Ak ⊂
∞⋃
k=j

Ak = B 时, 取 B2 = Aj , B3 = Aj+1, · · · , Bi−j+1 = Ai−1, 则此时 Bl ∈ S , l =

1, 2, 3, · · · , i− j + 1 两两不交使得 B =

i−j+1⋃
l=1

Bl.

说明 ∀B1, B ∈ S : B1 ⊂ B, ∃ {B2, B3, · · · , Bn} ⊂ S且两两不交, s.t.B =
n⋃
k=1

Bk.

故 S 是半集代数.

σ(S ) 的元是

{⋃
i∈I

Ai : I ∈ P (N)

}
, 其中 P (N) 是自然数集 N 的幂集; µ 在 σ(S ) 上的扩张是

µ

(⋃
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

qi, I ∈ P (N).

由上述 σ(S ) 中元的形式易知 (Ω, σ (S ) , µ) = (Ω,A , µ̃). 事实上：

(1) σ (S ) = A . 首先显然 A ⊂ σ (S ); 又易证 A 是 σ 代数且 S ∈ A , 从而 σ (S ) ⊂ A , 即证得
σ (S ) = A ;

(2) µ = µ̃. 首先显然有 ∀A ∈ S , µ̃(A) = µ(A); 而由 µ 的定义知 µ 是 σ 有限的, 注意到上面已经证明 S

是半集代数, 由测度扩张定理（3.2.7）知扩张后的 µ 是唯一的, 从而 µ = µ̃.

□
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3.2.7 设 (Ω,F ,P) 是概率场, 若 B ∈ F ,P(B) > 0, 则 ∀A ∈ F , 定义

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)

称为 A 在 B 之下的条件概率, 试证: P(·|B) 是 F 上的概率测度, 因而 (Ω,F ,P(·|B)) 是概率空间.

证明: 我们知道 P(Ω|B) =
P(Ω ∩B)

P(B)
= 1, 故我们只需证明其是测度. 我们知道

(a) P(∅|B) =
P(∅)

P(B)
= 0;

(b) 考虑 {An, n ∈ N} ⊂ F , 且它们两两不交, 则 {An ∩B,n ∈ N} ⊂ F 且两两不交. 故

P

(
∞⋃
n=1

An

∣∣∣∣∣B
)

=
P((∪∞

n=1An) ∩B)

P(B)
=

P(∪∞
n=1(An ∩B))

P(B)
=

∞∑
n=1

P(An ∩B)

P(B)
=

∞∑
n=1

P(An|B).

因此 P(·|B) 是测度, 因而其为概率测度. □

3.2.8 设 {Ak : k ∈ N} 是概率空间 (Ω,F ,P) 中随机事件系, 试证:

(1) 若 P (An) = 1, n = 1, 2, · · · , 则 P

(
∞⋂
k=1

Ak

)
= 1;

(2) 若 P (An) = 0, n = 1, 2, · · · , 则 P

(
∞⋃
n=1

An

)
= 0.

证法一: 首先证明 (2). 设 Bn = An\

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
, 则 Bn, n = 1, 2, · · · 两两不交, 且由习题 1.1.9知

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn; 又由 ∅ ⊂ Bn ⊂ An 且 P (An) = 0知 0 = P (∅) ⩽ P (Bn) ⩽ P (An) ⩽ 0即 P (Bn) = 0, n = 1, 2, · · · ,

从而 P

(
∞⋃
n=1

An

)
= P

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=0

P (Bn) = 0.

然后, 由 (2)易证 (1).由于 1 = P (Ω) = P (An ∪Acn) = P (An)+P (Acn), 从而 P (Acn) = 0, n = 1, 2, · · · ,

由 (2) 得 P

(
∞⋃
n=1

Acn

)
= 0; 而

∞⋃
n=1

Acn =

(
∞⋂
n=1

An

)c
, 同理可得 P

(
∞⋃
n=1

Acn

)
+ P

(
∞⋂
n=1

An

)
= 1, 故

P

(
∞⋂
n=1

An

)
= 1. □

证法二: ((2) 的第二种解法) 由定义 3.3.1(7) 知测度具有次可加性, 从而 0 ⩽ P

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

P(An) = 0,

从而 P

(
∞⋃
n=1

An

)
= 0. □

3.2.9 若 P0,P1 是定义在 (Ω,F) 上的两个概率测度, 且 ∀ε > 0, ∃Aε ∈ F , 使得 P1 (Aε) > 1− ε,

而 P0 (Aε) < ε, 试证: 存在 A ∈ F , 使得 P1(A) = 1,P0(A) = 0.

提示: 取 A =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

A2
−m, 具有上述性质的两个测度是相互奇异的.
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证明: 取 ε = 2−m, A =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

A2−m , 则

1 ⩾ P1 (A)
(1)
= lim

n→∞
P1

(
∞⋃
m=n

A2−m

)
⩾ lim

n→∞
P1 (A2−n) ⩾ lim

n→∞

(
1− 2−n

)
= 1

0 ⩽ P0 (A)
(1)
= lim

n→∞
P0

(
∞⋃
m=n

A2−m

)
(2)

⩽ lim
n→∞

P0

(
∞∑
m=n

P0 (A2−m)

)
= lim

n→∞
P0

(
∞∑
m=n

2−m

)
= 0

从而 P1 (A) = 1, P0 (A) = 0.
（注：其中 (1) 这一步由习题 3.2.2(4) 可得; (2) 这一步是因为任意测度 µ 都具有次 σ 可加性：设

Bn = An\

(
n−1⋃
k=1

Ak

)
, 则 Bn, n = 1, 2, · · · 两两不交且 µ (Bn) ⩽ µ (An) , n = 1, 2, · · · , 且由习题 1.1 的 9 题

知
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn, 从而 µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

µ (Bn) ⩽
∞∑
n=1

µ (An).） □

3.2.10 设 P′,P 是定义在 (Ω,F) 上的两个概率测度, 若对任何使 P(A) = 0 的 A ∈ F , 都有 P′(A) = 0, 则称
P′ 对 P 连续, 记作 P′ � P. 试证:

(1) 设 P1,P2 是定义在 (Ω,F) 上的两个概率测度, 则有 (Ω,F) 上的一个概率测度 P 使得 P1 � P 且
P2 � P;

(2) 将 (1) 推广至无穷多个概率测度 P1,P2, · · · 的情形.
证明: (1) 考虑 P =

P1 + P2

2
, 我们首先证明这是概率测度. 显然 P(∅) = 0, P(Ω) = 1, 因此我们只需验证 P

是 σ 可加的. 考虑两两不交的 {An, n ∈ N} ⊂ Ω, 我们有

2P

(
∞⋃
n=1

An

)
= P1

(
∞⋃
n=1

An

)
+ P2

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P1(An) +
∞∑
n=1

P2(An) = 2
∞∑
n=1

P(An),

因此 P 是概率测度. 由于 P,P1,P2 ⩾ 0, 所以 P = 0 ⇒ P1 = P2 = 0. 因此 P1 � P 且 P2 � P.

(2) 考虑 P =
∞∑
n=1

Pn
2n

, 类似地有 P(∅) = 0, P(Ω) = 1. 我们需要证明其 σ 可加. 考虑两两不交的

{An, n ∈ N} ⊂ Ω, 我们有

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
k=1

1

2k
Pk

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
k=1

1

2k

∞∑
n=1

Pk(An) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

P(An)
2k

=
∞∑
n=1

P(An)

因此 P 是概率测度. 且 P = 0 ⇒ Pn = 0, n ∈ N, 故 Pn � P, ∀n ∈ N. □

3.2.11 设 f 是增函数且存在实数 A 与 B 使得 ∀x : A ⩽ f(x) ⩽ B. 证明: ∀ε > 0, 大小超过 ε 的跳跃数最
多为 (B −A)ε−1. 由此证明: 任何不降函数 f 的不连续点集合最多可数.
提示: 首先就 f 有界的情形来证明, 然后考虑一般情况.

证明: 对于增函数 f : ∀x : A ⩽ f(x) ⩽ B, 假设大小超过 ε 的跳跃数大于 (B − A)ε−1, 则由于 f(x) 是增
函数, 有

sup
x
f(x) > A+ (B −A)ε−1 · ε > B,

矛盾! 由此, 我们证明了有界增函数的跳跃点个数有限.
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对于一般的不降函数 f ,注意到 R =
∞⋃

n=−∞

(n, n+ 1],有 f =
∞∑

n=−∞

f1{n<f⩽n+1}. 由于每个 f1{n<f⩽n+1}

都是有界且不降的函数, 具有有限个跳跃点, 因此 f 的跳跃点个数至多可数. □

3.2.12 设 f 是 (−∞,+∞) 上的一个任意函数, L 是所有这种 x 的集: f 在 x 处右连续但不左连续, 证明 L

是一有限集或可数集.
提示: 考虑 L ∩Mn, 其中

Mn =

{
x|O(f ;x) >

1

n

}
, O(f ;x) = inf

ε>0
sup

t∈(x−ε,x+ε)
|f(t)− f(x)|.

证明: 我们只需证明 ∀n, L ∩Mn 是至多可数的. 定义

An := {a ∈ L ∩Mn : ∃ε > 0, (a, a+ ε) ∩ (L ∩Mn) = ∅},

则 An 中每个 a 所确定的区间中都可以选取一个有理数, 因此 An 至多可数.
考虑反证法, 假设 ∃n, s.t. L ∩Mn 不可数, 则 ∃p ∈ L ∩Mn, p /∈ An. 因此

∀ε > 0, (p, p+ ε) ∩ (L ∩Mn) 6= ∅,

此时若 x → p 且 x, y ∈ (p, p + ε) ∩Mn, 则 |f(x) − f(y)| > 1

n
. (这是 Mn 的性质) 则 x 处不右连续, 因此

((p, p+ ε) ∩Mn) ∩ L = ∅, 与前文矛盾! 故 L 至多可数. □

3.2.13 设 f 是 D 上增函数, D 在 (−∞,+∞) 中稠密, 在 R 上如下定义 f̃ : f̃(x) = inf
x<t∈D

f(t), ∀x ∈ R. 证

明: f 在 D 上的一致连续性一定蕴涵 f̃ 在 R 上的一致连续性; 并举一反例说明 f 在 D 上的连续性并不蕴
涵 f̄ 在 R 上的连续性.
证明: 由 f 在 D 上一致连续知

∀ε > 0, ∃δ = δ (ε) , s.t. ∀x1, x2 ∈ D : |x1 − x2| < δ, |f (x1)− (x2)| < ε

现将上述命题中 ε 替换为 ε′ =
ε

2
> 0, 对应 δ′ = δ′ (ε′) = δ′ (ε), 则可得下述命题：

∀ε > 0, ε′ =
ε

2
> 0, ∃δ′ = δ′ (ε′) = δ′ (ε) , s.t. ∀x1, x2 ∈ D : |x1 − x2| < δ′, |f (x1)− (x2)| < ε′ (*)

固定上述 δ′, 取 x′1, x
′
2 ∈ R : |x′1 − x′2| <

δ′

2
, 不妨设 x′1 < x′2, 则由 D 在 R 中稠密及 f 是 D 上的增函数知

∃x̃1, x̃2 ∈ Dδ′

x′
1

def
= D ∩ (x′1, x

′
1 + δ′) :

f̃ (x′1) = inf
x′
1<t∈D

f (x) = inf
x′
1<t∈Dδ′

x′
1

f (x) > f(x̃1)− ε′,

f̃ (x′2) = inf
x′
2<t∈D

f (x) = inf
x′
2<t∈Dδ′

x′
1

f (x) ⩽ f (x̃2)

从而 ∣∣∣f̃ (x′1)− f̃ (x′2)
∣∣∣ = ∣∣∣∣ inf

x′
1<t∈D

f (x)− inf
x′
2<t∈D

f (x)

∣∣∣∣ = inf
x′
2<t∈D

f (x)− inf
x′
1<t∈D

f (x)

< f (x̃2)− (f (x̃1)− ε′)

< |f (x̃1)− f (x̃2)|+ ε′

(**)
< 2ε′ = ε
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（其中 (**) 是因为 |x̃1 − x̃2| < δ′, 从而由 (*) 知 |f (x̃1)− f (x̃2)| < ε′）这就证明了

∀ε > 0, ∃δ′′ = δ′

2
= δ′′ (ε) , s.t. ∀x′1, x′2 ∈ R : |x′1 − x′2| < δ′′,

∣∣∣f̃ (x′1)− f̃ (x′2)
∣∣∣ < ε

即 f̃ 在 R 上一致连续.
f 在 D 上的连续性并不蕴含 f̃ 在 R 上的连续性, 反例如下：令

f (x) =

x, x <
√
2

x+ 1, x ⩾
√
2

则 f 在 Q 上单增且连续, Q 在 R 中稠密, 但是此时对应的 f̃ 在 R 上并不连续（
√
2 是 f̃ 的间断点）.

□

3.2.14 任给 R 上的实值函数 f , 存在可数集 D 具有如下性质. ∀t, ∃tn ∈ D,n ∈ N, tn → t(n → ∞), 使得
f(t) = lim

n→∞
f (tn). 如果“tn → t ”, 用“tn ↓ t ”或“tn ↑ t ”来代替, 上述论断仍成立.

证明: 我们知道 (R2, |x− y|) 是可分距离空间, 因此其子空间 (x, f(x)), x ∈ R 也是可分的. 考虑距离

d((x, f(x)), (y, f(y))) := |x− y|+
∣∣∣∣ f(x)

1 + |f(x)|
− f(y)

1 + |f(y)|

∣∣∣∣ ,
容易验证 d 与 R2 上的距离 |x− y| 等价, 故 (x, f(x)), x ∈ R 在距离 d 下是可分距离空间. 则存在一个稠子
集 D, s.t. ∀t ∈ R, (t, f(t))中都存在 D中的元素 (tn, f(tn))使得 d((tn, f(tn)), (t, f(t))) → 0,即证. □

3.2.15 计算下列各 Borel 集的 Lebesgue 测度:
(1) [0, 1] 中的无理点集;
(2) Cantor 集;
(3) Sierpinski 海绵;
(4) 圆周;
(5) 开圆 B(0, 1);
(6) [a, b] 上的连续函数 f(x), x ∈ [a, b] 的图 {(x, f(x)) : x ∈ [a, b]}.

证明:

(1) 由 Q 是可数集及 Lebesgue 测度的定义易知 λ (Q) = 0, 从而 0 ⩽ λ (Q ∩ [0, 1]) ⩽ λ (Q) = 0 即
λ (Q ∩ [0, 1]) = 0, 从而 λ ([0, 1] \Q) = λ ([0, 1])− λ (Q ∩ [0, 1]) = 1− 0 = 1.

下证 λ (Q) = 0. 若设 Q = {rn : n ∈ N}, 则

∀ε > 0, Q ⊂
∞⋃
n=1

(
rn −

ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

)
从而

λ∗ (Q) ⩽ λ

(
∞⋃
n=1

(
rn −

ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

))
⩽

∞∑
n=1

λ
((
rn −

ε

2n+1
, rn +

ε

2n+1

))
=

∞∑
n=1

ε

2n
= ε

因此 λ∗ (Q) = 0, 从而（注：Ω = R, 从而 Qc = R \Q）

∀D ⊂ R, λ∗ (Q ∩D) + λ∗ (Qc ∩D) ⩽ λ∗ (Q) + λ∗ (D)
λ∗(Q)=0
======= λ∗ (D)
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由引理 3.2.15 知 Q 是 Lebesgue 可测的. 由定理 3.2.16(3) 知 Lebesgue 外测度 λ∗ 限制在 Lebesgue 可
测集上是测度（可看做从半集代数 S 上扩张的 Lebesgue 测度 λ）, 从而 λ (Q) = λ∗ (Q) = 0.

(2) 设 Cantor 集为 C, 则 1− λ (C) = λ ([0, 1] \ C) =
∞∑
n=0

1

3

(
2

3

)n
=

1

3
· 1

1− 2
3

= 1, 从而 λ (C) = 0.

(3) 考虑 E0\Q0, 这里 E0 是边长为 a <∞ 的等边三角形, Q0 为 Sierpinski 海绵. 则

λ(Q0) = λ(E0)− λ(E0\Q0) =

√
3

4
a2

(
1−

∞∑
n=0

3

4

(
1

2

)2n
)

=

√
3

4
a2(1− 1) = 0.

(4) 考虑半径为 a <∞ 的圆周 ∂B(0, a), 则

0 ⩽ λ(∂B(0, a)) < π

((
a+

ε

2aπ

)2
−
(
a− ε

2aπ

)2)
= ε.

考虑到 ε 的任意性, λ(∂B(0, a)) = 0.

(5) 有 λ(B(0, 1)) = π − λ(∂B(0, 1)) = π.

(6) 取 {rn : n ∈ N} = [a, b] ∩Q, 则由 Q 在 R 中稠以及 f 是 [a, b] 上的连续函数知

∀ε > 0, {(x, f (x)) : x ∈ [a, b]} ⊂
∞⋃
n=1

B

(
xn,

√
ε

2nπ

)
.

其中B

(
xn,

√
ε

2nπ

)
是以点 xn := (rn, f (rn))为圆心,半径为

√
ε

2nπ
的圆,注意到 λ

(
B

(
xn,

√
ε

2nπ

))
=

ε

2n
, 类似于第 (1) 小问可证 λ ({(x, f (x)) : x ∈ [a, b]}) = 0.

□

3.2.16 若 µ∗(A) = 0, 则 µ∗(A ∪B) = µ∗(B).
证明: 因为 A ∪ B ⊃ B, 由外测度的不降性可知 µ∗ (A ∪B) ⩾ µ∗ (B); 又由外测度的次 σ 可加性可知
µ∗ (A ∪B) ⩽ µ∗ (A) + µ∗ (B)

µ∗(A)=0
= µ∗ (B), 从而 µ∗ (A ∪B) = µ∗ (B). □

3.2.17 若 Rn 的有界闭区间 [a, b] 至少有一边长为 0 (即至少有一 k, 1 ⩽ k ⩽ n, 使 ak = bk ), 则

λ∗([a, b]) = 0.

证明: 首先, λ∗ ([a, b]) = λ∗ ((a, b]). 事实上, [a, b] = {a} ∪ (a, b], 而由外测度定义显然 λ∗ ({a}) = 0, 从而由
习题 3.2 的 16 题可知 λ∗ ([a, b]) = λ∗ ((a, b]).

其次, 由推论 3.2.18 可知 λ∗ ((a, b]) =
n∏
k=1

(bk − ak)
∃k, s.t. ak=bk
========== 0, 故 λ∗ ([a, b]) = 0. □

3.2.18 设 µ, ν 是可测空间 (Ω,F) 上的两个有限测度, C 为 π 系, Ω ∈ C 且 σ(C) = F . 若 µ, ν 在 C 上一致,
则 µ, ν 在 F 上一致.
证明: 设

Λ = {A ∈ F : µ (A) = ν (A)}

则只需证明 Λ ⊃ F = σ (C); 由单调类定理（3.1.15）知只需证明 C ⊂ Λ 且 Λ 是 λ 系.
由 µ, ν 在 C 上一致知 C ⊂ Λ; 而
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(1) Ω ∈ C 且 C ⊂ Λ, 说明 Ω ∈ Λ;

(2) 若 A,B ∈ Λ, A ⊂ B, 则 µ (A) = ν (A) , µ (B) = ν (B), 从而 µ (B \A) = µ (B) − µ (A) = ν (B) −
ν (A) = ν (B \A)（由 µ, ν 在 F 上都是有限测度知此处的减法有定义）, 即 B \A ∈ Λ;

(3) 对 {An : n ∈ N} ⊂ Λ, An ↑, 由测度的下方连续性（定理 3.3.2(1)）知 µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An)

An∈Λ⇒µ(An)=ν(An)
=============== lim

n→∞
ν (An) = ν

(
∞⋃
n=1

An

)
, 即

∞⋃
n=1

An ∈ Λ;

以上三条说明 Λ 的确是 λ 系. 由单调类定理（3.1.15）知 Λ ⊃ σ (C) = F , 说明 µ, ν 在 F 上一致. □

3.2.19 设 Ω = {a, b, c, d}, C = {{a, b}, {c, d}, {a, c}, {b, d},Ω,∅}, 令

µ1({a}) = µ1({d}) = µ2({b}) = µ2({c}) = 1,

µ1 ({b}) = µ1({c}) = µ2({a}) = µ2({d}) = 2,

µi({x, y}) = µi({x}) + µi({y}), i = 1, 2, {x, y} ∈ C,

µi(∅) = 0, µi(Ω) = 6, i = 1, 2.

试证: C 不是半集代数, 在 C 上 µ1 = µ2 且都 σ 可加, 但在 σ(C) 上 µ1 6= µ2. 这个例子说明了什么问题?
证明: 首先, 显然 C 不是半集代数：{a, b} ∩ {a, c} = {a} /∈ C, 说明 C 对集合的交不封闭;
其次容易验证 σ 可加性：显然,若 {An} ⊂ C 两两不相交,则 {An}中至多有两个集合不等于 ∅;而 µi (∅) =

0, i = 1, 2, 故只需考虑两个集合的情形：对 A,B ∈ C : A ∩B = ∅,

i) 若 A = ∅ 则由 µi (∅) = 0 可知 µi (A ∩B) = µi (A) + µi (B) , i = 1, 2;

ii) 若 A = {x, y} , B = {z, w},则 µi (A ∪B) = µi (Ω) = 6 = 1+1+2+2 = µi ({x})+µi ({y})+µi ({z})+
µi ({w}) = µi ({x, y}) + µi ({z, w}) = µi (A) + µi (B) , i = 1, 2

而由 µ1 ({a}) 6= µ2 ({a}) 知在 σ (C) 上 µ1 6= µ2, 这说明测度扩张定理中去掉 C 是半集代数的条件后, 扩
张到 σ (C) 上所得的测度未必唯一. （另, µi, i = 1, 2 可以扩张到 σ (C) 上, 按 ∀A ∈ σ (C) , µi (A) =∑
x∈A

µi ({x}) , i = 1, 2 定义即可） □

3.2.20 如果测度扩张定理中的“σ 有限”条件去掉, 则扩张的唯一性未必成立. 例如 Ω = R, 在 S 上定义
µ1(A) = |A|, µ2 = 2µ1,试证: µ1, µ2 都是B 上的测度,不是 σ 有限的,但在S 上 µ1 = µ2,而在 σ(S ) = B

上, µ1 6= µ2.
证明:

(1) µ1, µ2 都是B 上的测度. 只需证明 µ1 是B 上的测度. 对 An, n = 1, 2, · · · 两两不交有 µ1

(
∞⋃
n=1

An

)
=∣∣∣∣∣

∞⋃
n=1

An

∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

|An| =
∞∑
n=1

µ1 (An).
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(2) µ1, µ2 不是 σ 有限的. 取闭区间 [0, 1], 则由定理 1.4.1 知 [0, 1] 是不可数集. 若 µ1 是 σ 可加的,

则 ∃ {An : n ∈ N, µ1 (An) = |An| <∞} ∈ C, s.t. [0, 1] =
∞⋃
n=1

An, 由 An, n = 1, 2, · · · 是有限集知

[0, 1] =
∞⋃
n=1

An 是可数集, 矛盾！说明 µ1 不是 σ 可加的. 同理可以说明 µ2 不是 σ 可加的.

(3) 在 S 上 µ1 = µ2, 因为 ∀ (a, b] ∈ S , µ1 ((a, b]) = ∞（(a, b] 里有无穷多个数）, 从而 µ2 ((a, b]) =

2µ1 ((a, b]) = ∞, 即 µ1 ((a, b]) = ∞ = µ2 ((a, b]), 说明在 S 上 µ1 = µ2.

(4) 然而在B上 µ1 6= µ2. 事实上,由 σ代数的定义容易证明 σ代数对可列交封闭,从而 {b} =
∞⋂
n=1

(
b− 1

n
, b

]
∈

σ (S ), 但是 µ1 ({b}) = 1 而 µ2 ({b}) = 2, 即 µ1 和 µ2 在 σ (S ) 上并不相等.

□

3.2.21 设 (Ω,F , µ) 为一测度空间, ∆ 为 Ω 的任一子集, 令

µ∆(A) := µ∗(∆ ∩A),

试证: (∆,∆ ∩ F , µ∆) 为一以 ∆ 为空间的测度空间. 若 0 < µ∗(∆) <∞, 则(
∆,∆ ∩ F , µ∆

µ∗(∆)

)
为一以 ∆ 为样本空间的概率空间.
证明: 首先证明 (∆,∆ ∩ F , µ∆) 是一个以 ∆ 为空间的测度空间, 为此, 首先说明 ∆∩F 是 ∆ 上的 σ 代数：

(1) ∆ = ∆ ∩ Ω ∈ ∆ ∩ F ;

(2) 若 A ⊂ ∆且 A ∈ ∆∩F ,即 ∃B ∈ F , s.t. A = ∆∩B,则∆\A = ∆\B = ∆∩Bc,其中 B ∈ F ⇒ Bc ∈ F ,
说明 ∆ \A ∈ ∆ ∩ F , 即相对 ∆ 取补集封闭;

(3) 对 {An ∈ ∆ ∩ F : n ∈ N 且 An 两两不交}, ∀n ∈ N, ∃Bn ∈ F , s.t. An = ∆ ∩ Bn, 从而
∞⋃
n=1

An =

∆ ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)
, 其中 ∀n ∈ N, Bn ∈ F ⇒

∞⋃
n=1

Bn ∈ F , 说明
∞⋃
n=1

An ∈ ∆ ∩ F ;

以上三条说明 ∆ ∩ F 是 ∆ 上的 σ 代数;
然后说明 µ∆是∆∩F 上的测度,只需证明其 σ可加性,即对 {An ∈ ∆ ∩ F : n ∈ N 且 An 两两不交}有

µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ∆ (An).设 ∀n ∈ N, ∃Bn ∈ F , s.t. An = ∆∩Bn,而 µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ∗

(
∆ ∩

(
∞⋃
n=1

An

))
=

µ∗

(
∆ ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

))
, 由外测度的定义知

∀ε > 0, ∃ {Di ∈ F : i ∈ N} , s.t. ∆ ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)
⊂

∞⋃
i=1

Di 且 µ∗

(
∆ ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

))
+ ε > µ

(
∞⋃
i=1

Di

)
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不妨设 Di 两两不交, i = 1, 2, · · ·（由习题 1.1.9知可以做到这一点）, 则

µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
+ ε =µ∗

(
∆ ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

))
+ ε > µ

(
∞⋃
i=1

Di

)
⩾ µ

((
∞⋃
i=1

Di

)
∩

(
∞⋃
n=1

Bn

))

=µ

(
∞⋃
i=1

(
Di ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)))
Di两两不交========

∞∑
i=1

µ

(
Di ∩

(
∞⋃
n=1

Bn

))

=
∞∑
i=1

µ

(
∞⋃
n=1

(Di ∩Bn)

)
由An两两不交知Bn两两不交
=================

∞∑
i=1

∞∑
n=1

µ (Di ∩Bn)

=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

µ (Di ∩Bn)
次σ-可加性（定义 3.3.1(7)）

⩾
∞∑
n=1

µ

((
∞⋃
i=1

Di

)
∩Bn

)
∆∩(

∪∞
n=1 Bn)⊂

∪∞
i=1Di

⩾
∞∑
n=1

µ∗ (∆ ∩Bn) =
∞∑
n=1

µ∆ (An)

由 ε 的任意性, 令 ε→ 0+, 可得 µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
⩾

∞∑
n=1

µ∆ (An);

而 µ∆是用外测度定义的,由外测度的次 σ-可加性易证 µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

µ∆ (An),故 µ∆

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ∆ (An), 说明 µ∆ 具有 σ-可加性, 是 ∆ ∩F 上的测度. 这说明 (∆,∆ ∩ F , µ∆) 是一个以 ∆ 为空间的测

度空间.
最后, 当 0 < µ∗ (∆) <∞ 时, 我们将证明

(
∆,∆ ∩ F , µ∆

µ∗ (∆)

)
是一个以 ∆ 为样本空间的概率空间：

(i) 已经证明 ∆ ∩ F 是 ∆ 上的 σ-代数;

(ii) 我们知道 µ∆ 具有 σ-可加性, 因此 µ∆

µ∗ (∆)
具有 σ-可加性, 故其是一个 ∆ ∩ F 上的测度;

(iii) 由 µ∆ 的定义知 µ∆ (∆) = µ∗ (∆ ∩∆) = µ∗ (∆), 即 µ∆ (∆)

µ∗ (∆)
= 1, 说明 µ∆

µ∗ (∆)
是一个概率测度.

□

3.2.22 设 (E, ρ) 为一完全可分距离空间, Kn ⊂ E, n ∈ N 为 E 的一个上升的紧集列, {Sn : n ∈ N} 是作为
E 的可数拓扑基的开球列, F 为 S̄m ∩Kn,m, n ∈ N 的一切有限并作成的集类. ν : F 7−→ R+, 具有性质:

(i) 若 Fi ∈ F , i = 1, 2, F1 ⊂ F2, 则 ν (F1) ⩽ ν (F2);
(ii) 若 F1, F2 ∈ F , 则 ν (F1 ∪ F2) ⩽ ν (F1) + ν (F2);
(iii) 若 F1, F2 ∈ F , F1 ∩ F2 = ∅, 则 ν (F1 ∪ F2) = ν (F1) + ν (F2).
对于 E 的开集 O 及任何 A ⊂ E, 定义

λ(O) := sup{ν(F ) : F ⊂ O,F ∈ F},

λ∗(A) := inf{λ(G) : A ⊂ G,G 为开集 |,

则 λ∗ 为 E 上的一个外测度.
证明:



·48· 3.3 测度空间的一些性质 测度与概率 习题参考答案

(i) 由 ν 的性质, 可以得到 ν(F ∪∅) = ν(F ) + ν(∅), 故 ν(∅) = 0, 从而有 λ(∅) = 0, λ∗(∅) = 0;

(ii) 设 O1, O2 为 E 中的开集, 且 O1 ⊂ O2, 则 ∀F ∈ F , F ⊂ O1 ⊂ O2 有 λ(O1) ⩽ λ(O2), 因此 λ 具有单调
性. 设 A ⊂ B ⊂ E, 则 B 的开覆盖自然是 A 的开覆盖. 又由 λ 在开集上单调, 因此 λ∗(A) ⩽ λ∗(B);

(iii) 设 AN ⊂ E, 我们知道 ∃Gn 为 An 的开覆盖, 使得

λ(Gn)−
ε

2n
< λ∗(An) < λ(Gn), ∀ε > 0.

则
∞⋃
n=1

Gn 为
∞⋃
n=1

An 的开覆盖. 我们知道 ∀m, ∀ε > 0, ∃Fn ∈ F , s.t. Fn ⊂ Gn, ν(Fn) > λ(Gn) −
ε

2n
.

故
m⋃
n=1

Fn ⊂
m⋃
n=1

Gn,
m∑
n=1

ν(Fn) ⩾ ν

(
m⋃
n=1

Fn

)
> λ

(
m⋃
n=1

Gn

)
− ε.

因此 ∀m 有

λ∗

(
m⋃
n=1

An

)
⩽ λ

(
m⋃
n=1

Gn

)
⩽

m∑
n=1

λ(Gn) ⩽
m∑
n=1

λ∗(An) + ε ⩽
∞∑
n=1

λ∗(An) + ε.

令 m→ ∞, ε→ ∞ 即可.

因此 λ∗ 为 E 上的外测度. □

§ 3.3 测度空间的一些性质

3.3.1 设 (Ω,F ,P) 是概率空间, 若 {An : n ∈ N} ⊂ F 且
∞∑
n=1

P (An) < ∞, 则 P ({An i.o.}) = 0, 其中

{An i.o.} 表示有无穷个 An 发生的事件.

提示: 可证 {An i.o.} =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

An. 此结论是著名的 Borel-Cantelli 引理.

证明: 首先可证 {An i.o.} =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak. 事实上, 首先有

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak = {∀n ∈ N, ∃k ⩾ n, s.t. Ak 发生} ⊂ {An i.o.}; 又设 {Ani
: i ∈ N} ⊂ {An : n ∈ N} 为某次有

无穷个 An 发生时 {An : n ∈ N}中发生了的事件, 其中 Ani
表示 {Ani

: i ∈ N}中第 i个发生的事件, 则由

ni ⩾ i 知 Ani
⊂

∞⋃
k=i

Ak; 而这次无穷多个事件的发生可表示为
∞⋂
i=1

Ani
, 且

∞⋂
i=1

Ani
⊂

∞⋂
i=1

∞⋃
k=i

Ak =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak,

由此可知 {An i.o.} ⊂
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, 从而 {An i.o.} =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

其次可证 P ({An i.o.}) = P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= 0.由测度的上连续性知 P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

(
∞⋃
k=n

Ak

)
,

而
∞∑
n=1

P (An) < ∞, 则 0 ⩽ lim
n→∞

P

(
∞⋃
k=n

Ak

)
⩽ lim

n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0, 即 P ({An i.o.}) = P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
=
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lim
n→∞

P

(
∞⋃
k=n

Ak

)
= 0. □

3.3.2 设 A 为 Ω 上的集代数.
(1)设 µ1, µ2 是 σ(A )上的测度且在 A 上 σ 有限,若 A ∈ σ(A ), µi(A) <∞, i = 1, 2,则 ∀ε > 0, ∃Aε ∈

A 使 µi (A∆Aε) < ε, i = 1, 2.
(2) 试将 (1) 推广至可数个测度的情形.

证明:

(1) 设 µ = µ1 + µ2, 即 ∀A ∈ σ (A ) , µ (A) := µ1 (A) + µ2 (A), 则由命题 3.3.7 知 ∀ε > 0, ∃Aε ∈
A , s.t. µ (A∆Aε) < ε, 从而 µi (A∆Aε) ⩽ µ (A∆Aε) < ε, i = 1, 2.

(2) 设 {µn : n ∈ N} 是 σ(A ) 上的测度列且都在 A 上 σ 有限. 只需取 µ =
∞∑
k=1

µk
2k

, 则 µ 在 A 上是

σ 有限的. ∀A ∈ σ(A), ∀j ∈ {k : µk(A) ⩾ µn(A), ∀n ∈ N}, 我们有 µ(A) ⩽ µj(A), 因此 ∀ε > 0,
∀j ∈ {k : µk(A) ⩾ µn(A), ∀n ∈ N}, ∃Aε ∈ A , s.t. µj(A∆Aε) < ε, 故 µk(A∆Aε) < ε, ∀k ∈ N.

□

3.3.3 证明 A ⊂ Rn Lebesgue 可测的充要条件是对任何 I ⊂ Rn 开区间, 有

λ∗(I) = λ∗(A ∩ I) + λ∗ (Ac ∩ I) .

证明: 必要性（“⇒”）显然; 下证充分性（“⇐”）. 由引理 3.2.15 知只需证明 ∀D ⊂ Ω, λ∗ (D) ⩾
λ∗ (A ∩D) + λ∗ (Ac ∩D). 首先由 Lebesgue 外测度的定义知

∀D ⊂ Ω, ∀ε > 0, ∃开区间列 {Ij : j ∈ N} , s.t. D ⊂
∞⋃
j=1

Ij 且 λ∗ (D) + ε >
∞∑
j=1

λ (Ij)

从而

λ∗ (D) + ε >
∞∑
j=1

λ (Ij)
题设
====

∞∑
j=1

(λ∗ (A ∩ Ij) + λ∗ (Ac ∩ Ij))

外测度的次σ-可加性
⩾ λ∗

(
∞⋃
j=1

(A ∩ Ij)

)
+ λ∗

(
∞⋃
j=1

(Ac ∩ Ij)

)

=λ∗

(
A ∩

(
∞⋃
j=1

Ij

))
+ λ∗

(
Ac ∩

(
∞⋃
j=1

Ij

))
D⊂

∪∞
j=1 Ij

⩾ λ∗ (A ∩D) + λ∗ (Ac ∩D)

由 ε 的任意性, 令 ε → 0+, 即得 ∀D ⊂ Ω, λ∗ (D) ⩾ λ∗ (A ∩D) + λ∗ (Ac ∩D), 由引理 3.2.15 可知 A 是
Lebesgue 可测的. □

3.3.4 若 I 为 Rn 的一个有界开区间, 试证: B ⊂ I 为 Lebesgue 可测集的充要条件是

λ∗(I) = λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc) .
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如果对于闭集 F 令 λ(F ) 为体积测度, 定义 λ∗(B) = sup{λ(F ) : F ⊂ B,F为闭集} (称为 B 的内测度), 试
证: 上述条件等价于 λ∗(B) = λ∗(B).
证明: 在正式开始证明之前, 需注意 I, F 均是 Lebesgue 可测集, 因为由定理 2.2.11, 所有的开集均
Lebesgue 可测, 而由闭集的定义 (开集的余集, 见定义 2.2.1) 及定理 3.2.16(1)(可测集的全体构成 σ 代
数) 知所有的闭集也 Lebesgue 可测. 同时, 因为题目涉及“有界”的概念, 所以把 Rn 当作度量空间看待.

首先证明第一个条件 (λ∗(I) = λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc)) 的充要性.
必要性 (⇒): 根据可测集的定义显然.
充分性 (⇐): 根据习题 3.3.3, 只需证明对于任意开区间 J , 有 λ∗(J) = λ∗(J ∩ B) + λ∗ (J ∩Bc). 根据

外测度的次可加性 (定义 3.2.11(3)), 只需证明 λ∗(J) ⩾ λ∗(J ∩B) + λ∗ (J ∩Bc).

BI J

如图所示, B 和 J 将 I“分割”成四个区域, 但由于我们还没有证明 B 可测, 我们无法直接将 I 的“面积”
(即 Lebesgue 外测度) 拆分成这四个子区域的“面积”之和. 不过, 由于 λ∗(I) = λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc), 利用
I, J 的可测性, 我们可以做到这一点, 即证明

λ∗(I) = λ∗(B ∩ J) + λ∗(B ∩ Jc) + λ∗(I ∩Bc ∩ J) + λ∗(I ∩Bc ∩ Jc). (*)

事实上, 由于 I, J 均可测, 由定理 3.2.16(1) 知 I ∩ J 也可测. 利用可测集的定义, 取 B 替代定义 3.2.14(又
称 Carathéodory 条件) 中的 D(又称试验集), I ∩ J 替代定义 3.2.14 中的 A, 可得

λ∗(B) = λ∗(B ∩ J) + λ∗(B ∩ Jc);

再取 I ∩Bc 替代定义 3.2.14 中的 D, I ∩ J 替代定义 3.2.14 中的 A, 可得

λ∗(I ∩Bc) = λ∗(I ∩Bc ∩ J)) + λ∗(I ∩Bc ∩ Jc);

又因为 λ∗(I) = λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc), 所以 (*) 成立. 于是

λ∗(J ∩B) + λ∗ (J ∩Bc) ⩽ λ∗(J ∩B) + λ∗ (I ∩Bc ∩ J) + λ∗(J ∩ Ic) (外测度的次可加性)

((*) 式) = λ∗(I)− λ∗(B ∩ Jc)− λ∗(I ∩Bc ∩ Jc) + λ∗(J ∩ Ic)

(外测度的次可加性) ⩽ λ∗(I)− λ∗(I ∩ Jc) + λ∗(J ∩ Ic)

= λ∗(I ∪ J)− λ∗(I ∩ Jc) = λ∗(J),

证毕. (注意: 因为 I 有界, 所以以上各式中带减号的各项 <∞, 从而不会出现 ∞−∞ 的情形, 可以相减.)
然后证明第二个条件 λ∗(B) = λ∗(B) 的充要性.
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必要性 (⇒): 由 Lebesgue 测度的定义 (见推论 3.2.18) 知当 B 是 Lebesgue 可测集时 λ(B) = λ∗(B).
由题目所给的内测度的定义及测度的不降性 (定义 3.3.1(6)) 知 λ∗(B) ⩽ λ(B); 又由命题 3.3.8 及引理
2.4.8(2)(度量空间下,紧集是闭集)知当B是 Lebesgue可测集时有 λ(B) = sup {λ(F ) : B ⊃ F, F是紧集} ⩽
sup {λ(F ) : B ⊃ F, F是闭集} = λ∗(B), 因此 λ(B) = λ∗(B), 从而 λ∗(B) = λ∗(B).
充分性 (⇐): 只需证明 λ∗(I) = λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc); 由外测度的次可加性 (定义 3.2.11(3)), 只需

证明 λ∗(I) ⩾ λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc). 而由于 λ∗(B) = λ∗(B) = sup {λ(F ) : B ⊃ F, F是闭集}, 故 ∀ε > 0,
∃闭集F ⊂ B, s.t.λ(F ) ⩾ λ∗(B)−ε,也即 λ∗(B) ⩽ λ(F )+ε. 另一方面, F ⊂ B意味着 I∩Bc ⊂ I∩F c,从而由
外测度的不降性 (定义 3.2.11(2))知 λ∗(I∩Bc) ⩽ λ(I∩F c). 因此, λ∗(B)+λ∗ (I ∩Bc) ⩽ λ(F )+λ(I∩F c)+ε
= λ(I) + ε, 由 ε 的任意性知 λ∗(B) + λ∗ (I ∩Bc) ⩽ λ(I), 证毕. □

3.3.5 证明对任一集 E ⊂ R, 有 Gδ 型集 (可表示为可数个开集的交) A, 使 λ(A) = λ∗(E).

证明: 由外测度的定义知 ∀ε > 0, ∃开集G =
∞⋃
j=1

Ij为开区间之并, s.t. E ⊂ G 且 λ∗ (E) + ε > λ (G) 即

λ∗ (E) > λ (G)− ε, 于是

取ε = 1, 则∃开集G1, s.t. E ⊂ G1 且 λ∗ (E) > λ (G1)− 1

取ε =
1

2
, 则∃开集G2, s.t. E ⊂ G2 且 λ∗ (E) > λ (G2)−

1

2

取ε =
1

3
, 则∃开集G3, s.t. E ⊂ G3 且 λ∗ (E) > λ (G3)−

1

3
...

取ε =
1

n
, 则∃开集Gn, s.t. E ⊂ Gn 且 λ∗ (E) > λ (Gn)−

1

n
...

如此一直进行下去, 可取得一个开集列 {Gn : n ∈ N}, 使得对
∞⋂
n=1

Gn 有 ∀n ∈ N, λ∗ (E) > λ (Gn) −
1

n
⩾

λ

(
∞⋂
n=1

Gn

)
− 1

n
; 且由 ∀n ∈ N, E ⊂ Gn 可知 E ⊂

∞⋂
n=1

Gn, 从而 ∀n ∈ N, λ

(
∞⋂
n=1

Gn

)
⩾ λ∗ (E) >

λ

(
∞⋂
n=1

Gn

)
− 1

n
, 由 n 的任意性, 令 n→ ∞, 可得 λ

(
∞⋂
n=1

Gn

)
= λ∗ (E), 取 A =

∞⋂
n=1

Gn 即得证. □

3.3.6 E ⊂ R 是 Lebesgue 可测集 ⇔ E = A\H, 其中 A 为 Gδ 型集, λ(H) = 0.
证明: 由习题 3.3.5, ∀E ⊂ R, 有 Gδ 型集 A, s.t. λ(A) = λ∗(E). 当 E 为 Lebesgue 可测时, 不妨设 E 有
界 (否则可用可数个区间段分割), 则 λ(A\E) = 0. 反之, 若 λ(A\E) = 0, 则 A\E 可测, E = A\(A\E) 也
可测. □

3.3.7 E ⊂ R 是 Lebesgue 可测集 ⇔ E = B ∪ H, 其中 B 为 Fσ 型集 (可表示为可数个闭集的并), 而
λ(H) = 0.

证明: ⇒: 先构造 Fσ 型集, 即闭集列 {Fn} 使得 Fn ⊂ Rn, B =
∞⋃
n=1

Fn ⊂ E, 且 λ∗(E\B) = 0. 由于 E 可

测, 且
λ∗(B) = sup{λ(F ) : F ⊂ B,F为闭集} = λ(B).
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由上确界的性质可知, 对于 εn =
1

n
> 0, 存在闭集列 Fn 使得

λ(E\Fn) = λ(E)− λ(Fn) <
1

n
,

不妨设闭集列 {Fn} 是递增的, 故 {E\Fn} 是递降的, 从而根据测度得上连续性可得

λ( lim
n→∞

E\Fn) = lim
n→∞

λ(E\Fn) ⩽ lim
n→∞

1

n
= 0.

令 B =
∞⋃
n=1

Fn, 则 B 为 Fσ 型集, 且 B ⊂ E. 并且由上式 λ(E\B) = λ( lim
n→∞

E\Fn) = 0, 也即 λ(E\B) = 0.

⇐: 设 λ∗(E\B) = 0, 其中 B 为 Fσ 型集, 则 B 可测. 又

0 ⩽ λ∗(E\B) ⩽ λ∗(E\B) = 0,

因此 λ∗(E\B) = λ∗(E\B). 由习题 3.3.4知 E\B 可测, 故 B ∪ (E\B) 可测. □

3.3.8 设 (E, d) 为距离空间, 定义:
(i) 对一切 E 的子集 A,B, 称 d(A,B) := inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}, 为集合 A,B 的距离, 如果

d(A,B) > 0, 称 A,B 是正分离的;
(ii) 对任何 E 的子集 A, 称 δ(A) := sup{d(x, y) : x, y ∈ A} 为集合 A 的直径;
(iii) 如果 µ 是 E 上的外测度, 对任何正分离的集合 A,B 有 µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B), 则称 µ 为距离

外测度;
(iv) 若对 E 的任何子集 A, s > 0, ε > 0, 令

H s
ε (A) := inf

{
∞∑
i=1

δs (Ui) : A ⊂
∞⋃
i=1

Ui, 0 < δ (Ui) ⩽ ε

}
,

H s(A) := lim
ε→0

H ∞
s (A) = sup

ε>0
H ∞

s (A).

称 H s(A) 为集合 A 的 Hausdorff 测度.
试证:
(1)(引理) 若 µ 为 (E, d) 上的距离外测度, {An} ⊂ E 为不降集列, A = lim

n→∞
An, 且 ∀n ∈ N,

d (An, A\An+1) > 0, 则 µ(A) = lim
n→∞

µ (An);
(2) (定理) 若 µ 为 (E, d) 上的距离外测度, 则 E 的一切 Borel 子集是 µ 可测集;
(3)(定理) H s 是 (E, d) 上的距离外测度.

证明: (1) 我们知道 ∀k, 有 µ(Ak) ⩽ µ(Ak+1) ⩽ µ(A), 因此 lim
n→∞

µ(An) ⩽ µ(A).
若 lim

n→∞
µ(An) = ∞, 则 µ(A) = ∞, 此时结论成立.

下设 lim
n→∞

µ(An) <∞, 我们有 µ(An) ⩽ lim
n→∞

µ(An) <∞. 令 Bn = An\An−1, 则 {Bn : n ∈ N} 两两不

交, 且 A = An ∪

(
∞⋃

j=n+1

Bj

)
. 故 ∀n 有 µ(A) ⩽ µ(An) +

∞∑
j=n+1

µ(Bj).

下面证明
∞∑
j=1

µ(Bj) <∞. 注意到 ∀|i− j| ⩾ 2 且 i, j ∈ N, 有

d(Bi, Bj) = d(Ai\Ai−1, Aj\Aj−1) ⩾ d(Ai, A\Ai+1) > 0,
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因此 d(B2i−1, B2j−1) > 0, d(B2i, B2j) > 0, 当 i 6= j. 故
2n∑
k=1

µ(Bk) =
n∑
k=1

µ(B2k) +
n∑
k=1

µ(B2k−1) ⩽ µ(A2n) + µ(A2n) <∞.

因此
∞∑
j=1

µ(Bj) <∞, 这蕴含着 lim
n→∞

∞∑
j=n+1

µ(Bj) = 0, 这样

µ(A) ⩽ lim
n→∞

An + lim
n→∞

µ(Bj) = lim
n→∞

µ(An).

因此 µ(A) = lim
n→∞

µ(An).
(2) 先证明任意 E 中的闭集都是 µ 可测的. 设 A ⊂ E, 且 µ(A) <∞, 记

An :=

{
x ∈ A ∩ F c, d(x, F ) > 1

n

}
, n ∈ N,

则 {An : n ∈ N} 是不降集列, 并且 d(F ∩A,An) ⩾
1

n
. 再根据外测度的单调性, 有

µ(A) ⩾ µ((F ∩A) ∪An) = µ(F ∩A) + µ(An).

注意到
∞⋃
n=1

An = A ∩ F c, 由 (1), lim
n→∞

µ(An) = µ(A ∩ F c), 因此

µ(A) ⩾ µ(F ∩A) + µ(F c ∩A).

故任意闭集 F ⊂ E 均为 µ 可测集, 其余集 F c 是可测开集. 因此任意开集都是 µ 可测的, 故 E 的一切
Borel 子集都是 µ 可测集.

(3) 先证明 H s 是外测度. 显然有 H s(∅) = 0, 考虑 A1 ⊂ A2 ⊂ E, 则 A2 的覆盖也是 A1 的覆盖, 则
H s(A1) ⩽ H s(A2). 再设 {An : n ∈ N} 是 E 的子集列, 则 ∀ε > 0, ∀n, 存在直径小于 ε 的覆盖 {Unk}, 使

得
∞∑
k=1

δs(Unk) ⩽ H s
ε (An) +

η

2n
, ∀η > 0. 再注意到

∞⋃
n=1

∞⋃
k=1

Unk 是
∞⋃
n=1

An 的一个直径不超过 ε 的覆盖, 故

H s
ε

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

H s
ε (An) + η ⩽

∞∑
n=1

H s(An) + η.

我们知道 η 是任意的, 因此 H s

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

H s(An). 令 ε → 0 便有 H s

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

H s(An).

故 H s 是 (E, d) 上的外测度.
下面证明它是距离外测度. 设 A1, A2 ⊂ E, d(A1, A2) > 0, 根据其次可加性我们只需证明 H s(A1) +

H s(A2) ⩽ H s(A1 ∪ A2). 不妨设 {Un} 是 A1 ∪ A2 的一个直径不超过 ε 的覆盖, 则 {A1 ∩ Un : n ∈ N} 和
{A2 ∩ Un : n ∈ N} 分别是 A1, A2 的直径不超过 ε 的覆盖. 我们有

∞∑
n=1

δs(A1 ∩ Un) +
∞∑
n=1

δs(A2 ∩ Un) ⩽
∞∑
n=1

δs(Un).

令 ε→ 0 即得 H s(A1) + H s(A2) ⩽ H s(A1 ∪A2).
因此 H s 是 (E, d) 上的距离外测度. □
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第四章 可测函数与随机变量

§ 4.1 可测函数与分布

4.1.1 试证示性函数有下列性质:
(1) 1A∩B = 1A · 1B, 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B, 1Ac = 1− 1A, 1A∆B = |1A − 1B|;
(2)1∪nAn

= sup
n
1An

, 1∩nAn
= inf

n
1An

, 1lim supn→∞ An
= lim sup

n→∞
1An

, 1lim infn→∞ An
= lim inf

n→∞
1An

.
证明: (1) 略.

(2) 我们知道 x ∈
⋃
n

An ⇔ ∃k, x ∈ Ak, x /∈
⋃
n

An ⇔ ∀k, x /∈ Ak, 故 1∪nAn
= 1 ⇔ ∃k,1Ak

= 1,

1∪nAn
= 0 ⇔ ∀k,1Ak

= 0, 故 1∪nAn
= sup

n
1An

;

而
⋂
n

An =

(⋃
n

Acn

)c
, 故 1∩nAn

= 1− 1∪nAc
n
= 1− sup

n
(1− 1An

) = inf
n
1An

;

我们知道 lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

An, 故 1lim supn→∞ An
= inf

n∈N
sup
k⩾n

1Ak
= lim sup

n→∞
1An

;

而 lim inf
n→∞

An =

(
lim sup
n→∞

Acn

)c
, 故 1lim infn→∞ An

= 1− lim sup
n→∞

(1− 1An
) = lim inf

n→∞
1An

. □

4.1.2 设 f, g 是 (Ω,F) 上的 (广义) 实 (或复) 可测函数, 问下列函数是否 F 可测函数? 并说明理由.

(1) f1(ω) :=
{
f(ω), ω ∈ {|f | <∞},
0, ω ∈ {|f | = ∞},

即 f1 = f · 1{|f |<∞};

(2) f2 := f · 1{ω}c + (f + 1)1{ω}, ω 为 Ω 的给定元;
(3) f3 := f · 1A + g · 1Ac , A ∈ F .

证明:

(1) 我们知道 f1(F) ∈ B, 考虑 ∀B ∈ B. 若 0 /∈ B, 则有 f−1
1 (B) = f−1(B) ∈ F ; 若 0 ∈ B, 则有

f−1
1 (B) = f−1(B) ∩ f−1({|f | = ∞}) ∈ F . 故 f1 是 F 可测的.

(2) 若 {ω} /∈ F , 只需取 B ∈ B, 使得 f(ω) + 1 ∈ B, 则有 {ω} ⊂ f−1
2 (B) /∈ F , 此时 f2 并非 F 可测.

若 {ω} ∈ F , 我们知道 f2 = f(1 + 1{ω}), 容易知道 1 + 1{ω} 是 F 可测的, 此时 f2 是 F 可测的.

(3) 我们知道 1A, 1Ac = 1− 1A 都是 F 可测的, 故 f3 = f · 1A + g · 1Ac 是 F 可测的.

□

4.1.3 f 是实 (Ω,F) 可测函数, 则 |f | 是 F 可测的, 逆命题是否成立?
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证明: 考虑 A /∈ F , 令 f = 1− 21A, 则 |f | = 1 是 F 可测的, 但 f 本身不是 F 可测的. □

4.1.4 设 F := {∅, A,Ac,Ω} , A ⊂ Ω 给定, 试写出 (Ω,F) 上的全部 F 可测函数.
证法一: 我们证明, f 在 A 上取常数, 在 Ac 上也取常数 (但这两个常数不一定相等).
实际上, 若 f 的值域 D 满足 D ⩾ 3, 取 r1, r2, r3 ∈ D, 则 f−1({r1}), f−1({r2}), f−1({r3}) 非空且两

两不交. 这代表着 Ω = A ∪ Ac = f−1({r1}) ∪ f−1({r2}) ∪ f−1({r3}), 则至少有一个 i ∈ {1, 2, 3} 使得
f−1({ri}) /∈ F . 因此 f−1({r1, r2, r3}) /∈ F . 这时 f 不是 F 可测的.
因此 f 的值域至多是两个常数, 即可以写成 f = c11B + c21Bc 的形式. 因为 f 是 F 可测的, 所以

B = f−1({c1}) ∈ F , 因此 B = A 或 B = Ω. □

证法二: 首先, 显然 F 可测的简单函数至多只能取两个值, 并且分别限定在 A,Ac 上都是常值函数. 而由
定理 4.2.4, 非负可测函数可以写成简单函数的极限, 因此非负 F 可测函数也至多只能取两个值且分别限定
在 A,Ac 上都是常值函数, 进而所有 F 可测函数都至多只能取两个值且分别限定在 A,Ac 上都是常值函数.

□

4.1.5 如果两个随机变量几乎处处相等, 则它们具有相同的概率分布测度.
证明: 设 X,Y 是 (Ω,F ,P) 到 (R,B) 的随机变量, 则 P({ω : X(ω) = Y (ω)}) = 1. 则 ∀A ∈ B, 有

PX(A) = P({ω : X(ω) ∈ A})

= P({ω : X(ω) ∈ A} ∩ {ω : X(ω) = Y (ω)}) + P({ω : X(ω) ∈ A} ∩ {ω : X(ω) 6= Y (ω)})

= P({ω : X(ω) ∈ A} ∩ {ω : X(ω) = Y (ω)})

= P({ω : Y (ω) ∈ A}) = PY (A).

□

4.1.6 对于给定的 (R,B) 上的任何概率测度 µ, 定义一个概率分布测度为 µ 的随机变量.
证明: 考虑 ξ ∼ U(0, 1), η = inf{x : µ((−∞, x]) ⩾ ξ} =: µ−1(ξ), 则 P(η ⩽ t) = µ((−∞, t]).
这是因为 µ((−∞, x]) = P(ξ ⩽ µ((−∞, x])) = P(µ−1(ξ) ⩽ µ−1(µ((−∞, x]))). 我们知道 µ 有下连续性,

所以
µ−1(µ((−∞, x])) = inf{y : µ((−∞, y]) ⩾ µ((−∞, x])} = x,

故 P(µ−1(ξ) ⩽ t) = P(η ⩽ t) = µ((−∞, t]). □

4.1.7 设 θ 为 [0, 1] 中均匀分布的随机变量, 对于每个概率分布函数 F , 定义 G(y) = sup{x : F (x) < y}, 则
G(θ) 具有概率分布函数 F .
证明: 我们有: FG(θ)(t) = P(G(θ) ⩽ t)

(∗)
=== P(θ ⩽ F (t)) = F (t),

其中 (*) 是因为可以证明 G (y) ⩽ x0 ⇐⇒ y ⩽ F (x0).
事实上，(1) 若 y ⩽ F (x0)，则 ∀x : F (x) < y, F (x0) ⩾ y > F (x)

F具不降性
=⇒ x0 ⩾ x，则 x0 ⩾

sup {x : F (x) < y} = G (y)；
(2) 若 y > F (x0)，则由 F 的右连续性知存在 δ > 0 使得 y > F (x0 + δ)，从而

x0 + δ ∈ {x : F (x) < y} =⇒ G (y) = sup {x : F (x) < y} ⩾ x0 + δ > x0.
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综合 (1)(2) 即得证. (此证明原型是 [Du] 定理 1.2.2 的证明.) □

4.1.8 设 X 具有连续分布函数 F , 则 F (X) 具有 [0, 1] 上的均匀分布, 如果 F (x) 不连续, 情况又怎样?
证明: 对于不降函数 F，记 G (y) := sup {x : F (x) ⩽ y}，则可证如下结论：

(1) 当 F 具有左连续性时，有 F (x0) ⩽ y ⇐⇒ x0 ⩽ G (y)

(2) 进一步，当 F 连续且是某随机变量的概率分布函数时，有 F (G (y)) = y, ∀y ∈ (0, 1)

从而 0 < y < 1 时 P ({ω : F (X (ω)) ⩽ y}) = P ({ω : X (ω) ⩽ G (y)}) = F (G (y)) = y，即 F (X) 服从
[0, 1] 上的均匀分布。

（注，y = 0, 1 的情形：

y = 1 时，由分布函数的定义显然有 P ({ω : F (X (ω)) ⩽ 1}) = P (Ω) = 1；

y = 0 时，由于 ∀ϵ ∈ (0, 1) , P ({ω : F (X (ω)) ⩽ 0}) ⩽ P ({ω : F (X (ω)) ⩽ ϵ}) = ϵ，令 ϵ → 0+ 即得
P ({ω : F (X (ω)) ⩽ 0}) = 0.）

现在证明上述结论：

(1) 证明与习题 4.1.7的证明基本相同：

(a) 当 F (x0) ⩽ y 时，有 x0 ∈ {x : F (x) ⩽ y}，从而 x0 ⩽ sup {x : F (x) ⩽ y} = G (y)；

(b) 当 F (x0) > y 时，由 F 具有左连续性知 ∃δ > 0, s.t. F (x0 − δ) > y，从而 ∀x : F (x) ⩽
y, F (x0 − δ) > y ⩾ F (x)，由 F 的不降性知 ∀x : F (x) ⩽ y, x0 − δ ⩾ x，从而 x0 > x0 − δ ⩾
sup {x : F (x) ⩽ y} = G (y).

综合 (a)(b) 知得证。

(2) 设 x0 = G (y) , y ∈ (0, 1)，现在要证 F (x0) = y. 首先，由 (1) 可知 F (x0) ⩽ y；其次，若 F (x0) < y，
由 F 连续且 lim

x→+∞
F (x) = 1, lim

x→−∞
F (x) = 0 知 ∃ξ ∈ (−∞,+∞) , s.t. F (ξ) = y，则由 F 的不降性

知只能有 ξ > x0；但 x0 = G (y) = sup {x : F (x) ⩽ y}，而此时 ξ ∈ {x : F (x) ⩽ y} 且 ξ > x0，矛盾！
故只能有 F (x0) = y.

F 不连续时结论未必成立：例如当 F (x) =

1, x ⩾ 0

0, x < 0
（即 P (X = 0) = 1, P (X 6= 0) = 0）时，

P ({ω : F (X (ω)) ⩽ y}) =

1, y ⩾ 1

0, y < 1
（y ⩾ 1 或 y < 0 时由分布函数的性质知显然；0 ⩽ y < 1 时

{ω : F (X (ω)) ⩽ y} = {ω : F (X (ω)) = 0} = {ω : X (ω) < 0}，从而 P ({ω : F (X (ω)) ⩽ y}) = P (X < 0) =

0.），即此时 F (X) 并不服从 [0, 1] 上的均匀分布。 □

注：习题 4.1.8也可用习题 4.1.7中定义的 G (y) 去做, 两种定义的 G (y) 均称为广义逆（generalized inverse）
或分位函数（quantile function）, 对于不降函数均存在. 这里给出来自维基百科的一张示意图片的链接. 关
于广义逆的一系列性质与结论请参考 [GI].

4.1.9 如果 f 为 Borel 可测, X 与 Y 同分布, 则 f(X) 与 f(Y ) 也同分布.

https://en.wikipedia.org/wiki/Quantile_function
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/55/Quantile_distribution_function.svg/440px-Quantile_distribution_function.svg.png
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证明: 我们有

Pf(X)(A) = P(f(X) ∈ A) = PX(f−1(A)) = PY (f−1(A)) = P(f(Y ) ∈ A) = Pf(Y )(A).

□

4.1.10 (1) 设 σ(X) 是由随机变量 X 所产生的 σ 域, 则 Λ ∈ σ(X) 的充要条件是对于某个 B ∈ B,
Λ = X−1(B). 问此 B 是否唯一? 能否存在一个集 A /∈ B, 使得 Λ = X−1(A) ?

(2) 将上题中的论断推广到有限个随机变量的情况. (推广到任意个随机变量的情况也是可能的)
证明: (1) 实际上此 B 并不一定唯一, 我们可以轻易地举出反例: 考虑 X 是 (Ω,F ,P) 到 (R,B) 的随机变
量, 且 ∀ω, |X(ω)| ⩽M , 那么考虑 Borel 集 B1 = [−M,M ], B2 = [−M,M + 1], 便有 f−1(B1) = f−1(B2).
对于 (1) 中的第二个问题, 我们只需要考虑常 r.v., 也即 X(ω) ≡ C ∈ R, 那么对于任意的 Borel 不可测

集 A, A ∪ {C} /∈ B, 但是 f−1(A ∪ {C}) = Ω. □

4.1.11 设 X 是 n 维实随机变量, FX , µX 分别是 X 的分布函数和概率分布测度, 试用 FX , µX 表示 f(X)

的分布函数或概率分布测度, 其中 f : Rn → R 是下列 Borel 可测函数:
(1) 当 n = 1 时, f(x) := x2, x ∈ R;
(2) 当 n = 1 时, f(x) := (x+ 4)(x− 1)(x− 3), x ∈ R;
(3) 当 n = 1 时, f(x) := cos kx, x ∈ R, k 为常数;

(4) f(x) :=

√√√√ n∑
k=1

x2k, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn;

(5) f(x) :=
n∑
k=1

xk, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn;

(6) f(x) := max
1⩽k⩽n

xk, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn;
(7) f(x) := min

1⩽k⩽n
xk, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn.

证明:

(1) 我们有

Ff(X)(y) = P(x2 ⩽ y) =

{
FX(

√
y)− FX(−

√
y), y > 0;

0, y ⩽ 0.
=

{
µX([−

√
y,
√
y]), y > 0;

0, y ⩽ 0.

(2) 十分复杂, 省去计算过程 (可自行搜索三次方程求根公式): 若定义

A : =
2(54 + 13

√
39)

9
, B := 12− 26

3

√
13

3
, u(y) :=

3

√√
27(y − 12)2 − 8788 + 3y − 27

6
,

x1(y) : = u(y) +
13

3u(y)
, x2(y) := ω1u(y) +

13ω2

3u(y)
, x3(y) := ω2u(y) +

13ω1

3u(y)
,

则
Ff(X)(y) = µX((−∞, x1(y)]) + µX ([x2(y), x3(y)])1{B⩽y⩽A}.

其中 ω1 =
−1 +

√
3i

2
, ω2 =

−1−
√
3i

2
为三次单位根.
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(3) 当 k = 0, 显然有 Ff(X)(y) = 1{y⩾1}. 当 k > 0, 我们有

Ff(X)(y) = P(cos kx ⩽ y) =


1, y ⩾ 1;

P

(
x ∈

⋃
n∈Z

[
2nπ + arccos y

k
,
2nπ + 2π − arccos y

k

])
, y ∈ (0, 1);

0, y ⩽ 0.

=


1, y ⩾ 1;∑

n∈Z

(
FX

(
2nπ + 2π − arccos y

k

)
− FX

(
2nπ + arccos y

k

))
, y ∈ (0, 1);

0, y ⩽ 0.

=


1, y ⩾ 1;∑

n∈Z

µX

[
2nπ + arccos y

k
,
2nπ + 2π − arccos y

k

]
, y ∈ (0, 1);

0, y ⩽ 0.

类似地, 当 k < 0, 有

Ff(X)(y) =


1, y ⩾ 1;∑
n∈Z

µX

[
2nπ + 2π − arccos y

k
,
2nπ + arccos y

k

]
, y ∈ (0, 1);

0, y ⩽ 0.

(4) 显然有 Ff(X)(y) = µX

(
n∑
k=1

x2k ⩽ y2

)
1{y⩾0}.

(5) 类似 (4), 有 Ff(X)(y) = µX

(
n∑
k=1

xk ⩽ y

)
.

(6) 我们有 Ff(X)(y) = P

(
n⋂
k=1

{xk ⩽ y}

)
=

n∏
k=1

P(xk ⩽ y) = (µX ((−∞, y]))n.

(7) 我们有 Ff(X)(y) = 1− P
(

min
1⩽k⩽n

xk > y

)
= 1− P

(
n⋂
k=1

{xk > y}

)
= 1− (µX ((y,∞)))n.

□

§ 4.2 可测函数的构造性质

4.2.1 设 C 为 Ω 的一个 π 系, H 为 Ω 上的函数类, 且满足下列条件:
(1) 1 ∈ H ;
(2) H 对非负线性组合封闭, 且若 f, g ∈ H , 有界, f ⩾ g, 则 f − g ∈ H ;
(3) 若 fn ∈ H , n ∈ N, 且 0 ⩽ fn ↑ f , 则 f ∈ H ;
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(4) H ⊃ {IA : A ∈ C}, 则 H 包含一切非负 σ(C) 可测函数.
证明: 考虑集类

Λ := {A ⊂ Ω,1A ∈ H },

显然 Ω ∈ Λ; 考虑 A1, A2 ⊂ Λ, 且 A2 ⊂ A1, 则 1A1\A2
= 1A1

− 1A2
∈ H .

考虑 {An, n ∈ N} ⊂ Λ, 且 An ↑. 我们有: 0 ⩽ 1An
↑ 1∪∞

n=1 An
, 因此

∞⋃
n=1

An ∈ Λ.

故 Λ 是 λ 系, 又 C 是 π 系, 因此 σ(C) = Λ(C) ⊂ Λ. 故 ∀A ∈ σ(C), 都有 1A ∈ H . 我们知道 H 对非
负线性组合封闭, 因此 H 包含一切非负 σ(C) 简单可测函数.

根据定理 4.2.4, 我们知道任意非负 σ(C) 可测函数都是一个不降 σ(C) 简单函数序列的极限. 考虑 f 是
σ(C) 可测的, 则存在非负可测简单函数列 {fn} ⊂ H , 使得 0 ⩽ fn ↑ f , 故 f ∈ H . 因此 H 包含一切非负
σ(C) 可测函数. □

4.2.2 设 f : R 7−→ R 在 R 的每一点可求导, 试证其导函数 Borel 可测.
证明: 我们知道 f 连续, 因此 Borel可测. 考虑函数列 fn(x) := n

(
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

)
, 则 fn(x)是 Borel

可测的. 我们知道 lim
n→∞

fn(x) = f ′(x), 故 f ′(x) 也是 Borel 可测的. □

4.2.3 Cantor 集 P0 = [0, 1]\G0,

G0 :=
∞⋃
n−1

⋃
ak=0,2

k=1,2,···n−1

(
1

3n

[
n−1∑
k=1

an−k3
k + 1

]
,
1

3n

[
n−1∑
k=1

an−k3
k + 2

])
,

今定义函数 f : [0, 1] 7→ [0, 1] 如下: 当

x ∈

(
1

3n

[
n−1∑
k=1

an−k3
k + 1

]
,
1

3n

[
n−1∑
k=1

an−k3
k + 2

])

时,

f(x) :=
1

2n

(
n−1∑
k=1

an−k
2

· 2k + 1

)
,

于是 f 在G0上有定义,且在G0上不降. 其次,令 f(0) = 0,而 ∀x ∈ P0\{0},定义 f(x) := sup{f(t) : t ∈ G0, t < x},
试证: f 为 [0, 1] 上的不降连续函数, 因而 f 为 B[0, 1] 可测.
4.2.4 设 (E, d) 是一距离空间, 试证:

(1) ∀G ⊂ E 为开集, 令 fn :=
nd (x,Gc)

1 + nd (x,Gc)
, x ∈ E, 则 0 ⩽ fn ↑ IG;

(2) 设 L 为 (E, d) 上的全体实值函数类, L 为 L 系, 且 L ⊃ Cb(E,R) (即 E 上的有界实连续函数类),
则 L 包含 B(E) 可测函数类.

证明: (1)我们知道 G是开集,则 ∀x ∈ G,有 d(x,Gc) > 0. 考虑 x ∈ G,则 fn 递增且 lim
n→∞

nd(x,Gc)

1 + nd(x,Gc)
=

1; 若 x /∈ G, 则 d(x,Gc) = 0, fn = 0. 故 0 ⩽ fn ↑ 1G.
(2) 考虑 π 系 C := {G ⊂ E,G是开集}, 则 σ(C) = B(E). 我们知道实函数 fn 连续, 且 |fn| ⩽ 1, 则

fn ∈ L. 又因为 L 是 L 系, 且 fn ↑ 1G, 则 1G ∈ L. 由单调类定理便知 L 包含一切属于 L 的 σ(C) 可测
函数, 也即 L 包含 B(E) 可测函数类. □
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第五章 积分与数学期望

§ 5.1 积分的定义

5.1.1 给出非负可测函数积分的另一种定义:
(1) 按照定义 5.1.2(1) 定义非负简单函数的积分, 证明定义的合理性;
(2) 证明非负简单函数的积分具有性质: 若 f ⩽ g, 则

∫
f ⩽

∫
g;

(3) 如下定义非负可测函数的积分: 若 f 非负可测, {fn} 为简单函数列, 满足 0 ⩽ fn ↑ f , 则令
∫
f =

lim
n→∞

∫
fn;

(4) 证明 (3) 所定义的非负可测函数积分的合理性;
(5) 证明单调收敛定理.

证明:

(1) 考虑非负 F 简单函数 f =
m∑
k=1

xk1Ak
=

n∑
l=1

yl1Bl
, 其中 A1, A2, · · · , Am 两两不交, 且

m⋃
k=1

Ak = Ω.

B1, B2, · · · , Bn 两两不交,
n⋃
l=1

Bl = Ω. 则

∫
Ω

fdµ =
m∑
k=1

xkµ(Ak) =
m∑
k=1

n∑
l=1

xkµ(Ak ∩Bl) =
m∑
k=1

n∑
l=1

ylµ(Ak ∩Bl) =
n∑
l=1

ylµ(Bl) =

∫
Ω

fdµ.

因此定义合理.

(2) 考虑测度空间 (Ω,F , µ) 上的非负 F 简单函数 f =
m∑
k=1

xk1Ak
, 其中 Ak, k = 1, 2, · · · ,m 两两不交, 且

m⋃
k=1

Ak = Ω. 有以及非负 F 简单函数 g =
n∑
j=1

yj1Bj
,其中 Bj , j = 1, 2, · · · , n两两不交,且

n⋃
k=1

Bj = Ω.

若 g ⩽ f , 则必然有 yj ⩽ xk(当 Ak ∩Bj 6= ∅ 时). 因此我们有∫
Ω

fdµ =

m∑
k=1

xkµ(Ak) =

m∑
k=1

n∑
j=1

xkµ(Ak ∩Bj) ⩾
m∑
k=1

n∑
j=1

yjµ(Ak ∩Bj) =
n∑
j=1

yjµ(Bj) =

∫
Ω

gdµ.

(4) 考虑非负 F 可测函数 f , 我们只需证明: 任取两个非负 F 简单函数列 {fn}, {gn}, 如果 fn ↑ f ,
gn ↑ f , 那么 lim

n→∞

∫
Ω

fndµ = lim
n→∞

∫
Ω

gndµ. 为了证明这个命题, 我们实际上只需要证明 ∀m ∈ N, 有∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ. 在这个命题的基础上令 m → ∞ 便有 lim
m→∞

∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ, 由对
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称性可以再得到 lim
n→∞

∫
Ω

gndµ ⩽ lim
m→∞

∫
Ω

fmdµ, 这便证明了 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ = lim
n→∞

∫
Ω

gndµ. 下面我们

证明 ∀m ∈ N, 有
∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ.

考虑 fn =

rn∑
k=1

a
(n)
k 1

A
(n)
k

+∞1
A

(n)
rn+1

, 其中 a
(n)
k ⩾ 0, A(n)

1 , A
(n)
2 , · · · , A(n)

rn+1 两两不交, 且
rn+1⋃
k=1

A
(n)
k = Ω.

gn =

sn∑
k=1

b
(n)
k 1

B
(n)
k

+∞1
B

(n)
sn+1

,其中 b
(n)
k ⩾ 0, B(n)

1 , B
(n)
2 , · · · , B(n)

sn+1 两两不交,且 Ω =

sn+1⋃
k=1

B
(n)
k . ∀m ∈

N, 考虑 fm =

rm∑
k=1

a
(m)
k 1

A
(m)
k

+∞1
A

(m)
rm+1

, 再对 c ∈ (0, 1), l ∈ N, 考虑 f
(m)
c,l =

rm∑
k=1

ca
(m)
k 1

A
(m)
k

+ l1
A

(m)
rm+1

,

则当 c→ 1−, l → ∞ 时
∫
Ω

f
(m)
c,l dµ→

∫
Ω

fmdµ. 现考虑集合

Ωn =
{
ω ∈ Ω : f

(m)
c,l (ω) ⩽ gn(ω)

}
,

则易证 Ωn ↑ Ω. (事实上, 由 {gn} 是单增的函数列知 Ωn ⊂ Ωn+1(∀n ∈ N); 若
∞⋃
n=1

Ωn 6= Ω, 则
∞⋂
n=1

Ωcn 6= ∅, 从而 ∃ω0 ∈ Ω, s.t. ∀n ∈ N, f (m)
c,l (ω0) > gn(ω0), 令 n → ∞ 即得 f

(m)
c,l (ω0) ⩾ f(ω), 与

f
(m)
c,l (ω0) < fm(ω0) ⩽ f(ω0) 矛盾!)

由引理 5.1.3(3), 对于任意非负可测函数 f , 任意 A ∈ F , 若定义 φ(A) :=

∫
A

f dµ, 则 φ 是 F 上的一

种测度. 而测度具有下连续性, 因此∫
Ω

f
(m)
c,l dµ 测度的下连续性

========== lim
n→∞

∫
Ωn

f
(m)
c,l dµ ⩽ lim

n→∞

∫
Ωn

gndµ
测度的下连续性
==========

∫
Ω

gndµ,

令 c→ 1−, l → ∞, 便有
∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ. 证毕.

(5) 我们先证明这个定义下, 非负可测函数积分的单调性. 由定理 4.2.4, 对非负可测函数 f, g, 能找到
非负简单函数列 {fn, n ∈ N}, {gn, n ∈ N}, 使得 fn ↑ f , gn ↑ g. 不妨设 f ⩽ g, 则我们要证明∫
Ω

f dµ ⩽
∫
Ω

gdµ, 按 (3) 的定义, 只需证明 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ, 和 (4) 同样地, 只需证明

∀m ∈ N,
∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ. 令 h(m)
n = min{fm, gn},则 h(m)

n 是非负简单函数且 h(m)
n ↑ fm,于是

lim
n→∞

∫
Ω

h(m)
n dµ =

∫
Ω

fmdµ. 又
∫
Ω

h(m)
n dµ ⩽

∫
Ω

gndµ (∀n ∈ N), 故 ∀m ∈ N, 有
∫
Ω

fm ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ.

于是 ∫
Ω

fdµ = lim
m→∞

∫
Ω

fmdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

gndµ =

∫
Ω

gdµ.

下面我们证明单调收敛定理. 考虑非负可测函数列 {fn, n ∈ N},且 fn ↑ f ,则
∫
Ω

fndµ ⩽
∫
Ω

fdµ (∀n ∈

N), 因此 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ ⩽
∫
Ω

fdµ, 接下来只需证明 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ ⩾
∫
Ω

fdµ.

取非负简单函数列 {un, n ∈ N},使得 un ↑ f ,则类似于第 (4)问只需证明
∫
Ω

umdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

fndµ (∀m ∈

N). 设 un =

tn∑
k=1

d
(n)
k 1

D
(n)
k

+∞1
D

(n)
tn+1

,其中 d
(n)
k ⩾ 0,D(n)

1 , D
(n)
2 , · · · , D(n)

tn+1两两不交,且
tn+1⋃
k=1

D
(n)
k = Ω.
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取定 m ∈ N, 考虑 um =

tm∑
k=1

d
(m)
k 1

D
(m)
k

+∞1
D

(m)
tm+1

, 类似于第 (4) 问, 对任意的 c ∈ (0, 1), l ∈ N, 考虑

u
(m)
c,l =

tm∑
k=1

cd
(m)
k 1

D
(m)
k

+ l1
D

(m)
tm+1

, 再考虑集合

Λn =
{
ω ∈ Ω : u

(m)
c,l (ω) ⩽ fn(ω)

}
,

则同理于 (4) 可证 Λn ↑ Ω. 同样地, 由于积分可看作一种测度, 根据测度的下连续性, 有∫
Ω

u
(m)
c,l dµ = lim

n→∞

∫
Λn

u
(m)
c,l dµ ⩽ lim

n→∞

∫
Λn

fndµ =

∫
Ω

gndµ

令 c→ 1−, l → ∞, 则得到
∫
Ω

umdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

fndµ (∀m ∈ N), 因此∫
Ω

fdµ = lim
n→∞

∫
Ω

umdµ ⩽ lim
n→∞

∫
Ω

fndµ,

证毕.

□

注：第 (4)小问 Ωn ↑ Ω要详细说明,因为 Ωn = {ω ∈ Ω : Tn (ω)成立} 6=⇒ lim
n→∞

Ωn =
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Tn (ω)成立

}
.

举例：f (x) ≡ 1, fn (x) ≡ 1− 1

n
, 设 Ωn = {x : fn (x) ⩾ f (x)}, 则{

x : lim
n→∞

fn (x) ⩾ f (x)
}
= Ω, 但是 lim

n→∞
Ωn = ∅.

5.1.2 证明注 5.1.10.
实际上, 在测度空间 (Ω,F , µ) 上, 我们需要证明的结论 (或命题) 有如下几个:
(1) 设 f, g 为 (Ω,F , µ) 上的非负 a.e. 可测函数, 且 g ⩽ f , 则

∫
Ω

gdµ ⩽
∫
Ω

fdµ.

(2) 若 {fn, n ∈ N} 是非负 a.e. 可测函数列, 且 fn ↑ f , 则 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ.

(3) 任一以 a.e. 可测函数 f 为极限的非负不降简单函数列 {fn, n ∈ N}, 有 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ.

(4) 若 f, g 都是 a.e. 可测函数, 且 f = g, µ a.e., 则
∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

gdµ.
证明:

(1) 我们知道存在可测函数 f ′, g′, 使得 N1 = {ω ∈ Ω : f(ω) 6= f ′(ω)}, N2 = {ω ∈ Ω : g(ω) 6= g′(ω)}
是 µ 零集. 这意味着存在 Bi ⊃ Ni, 使得 µ(Bi) = 0. 我们知道, ∀ω ∈ Bc

1 ∩ Bc
2 = (B1 ∪ B2)

c, 有
g′(ω) = g(ω) ⩽ f(ω) = f ′(ω). 且 0 ⩽ µ(B1 ∪B2) ⩽ µ(B1) + µ(B2) = 0, 故

∫
B1∪B2

g′dµ =

∫
B1∪B2

f ′dµ,

因此 ∫
Ω

gdµ =

∫
Ω

g′dµ =

∫
B1∪B2

g′dµ+

∫
ω\(B1∩B2)

g′dµ

⩽
∫
B1∪B2

g′dµ+

∫
ω\(B1∩B2)

f ′dµ

=

∫
B1∪B2

f ′dµ+

∫
ω\(B1∩B2)

f ′dµ =

∫
Ω

f ′dµ =

∫
Ω

fdµ.
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(2) 因为 fn a.e. 可测, 所以存在 µ 零集 {An, n ∈ N} ⊂ F , 可测集 {Bn, n ∈ N} ⊂ F , 可测函数列 {gn, n ∈

N}. 使得 ∀ω ∈ Acn, gn(ω) = fn(ω), 且 µ(Bn) = 0. 考虑集合 A =
∞⋃
n=1

Bn, 则 g′n = gn(1− 1A) 是非负可

测函数, 且 g′n ↑. 定义 lim
n→∞

g′n = g, 则根据单调收敛定理, 有
∫
Ω

gdµ =

∫
Ω

g′ndµ.

考虑集合 Ωn := {ω ∈ Ω, g′n(ω) 6= gn(ω)} ⊂ A, 则 µ(Ωn) ⩽ µ(A) ⩽
∞∑
n=1

µ(Bn) = 0, 因此 g′n = gn, a.e.

于是 ∫
Ω

g′ndµ =

∫
Ω

gndµ =

∫
Ω

fndµ,

下面我们证明 f = g, a.e., 实际上, 我们有

∀ω ∈ Ac, f(ω) = lim
n→∞

fn(ω) = lim
n→∞

g′n(ω) = g(ω),

因此 N := {ω ∈ Ω : f(ω) 6= g(ω)} ⊂ A, 故 N 是 µ 零集, 因此 f = g, a.e.. 故∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

gdµ =

∫
Ω

g′ndµ =

∫
Ω

fndµ.

(3) 我们知道存在可测函数 f ′, 使得
∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

f ′dµ, 故由推论 5.1.6 立得.

(4) 我们知道, 存在可测函数 f ′, g′, 使得 f ′ = f , g′ = g, a.e.. 故

N1 = {ω ∈ Ω : f ′(ω) 6= f(ω)}, N2 = {ω ∈ Ω : g′(ω) 6= g(ω)}, N3 = {ω ∈ Ω : f(ω) = g(ω)},

均为 µ 零集. 因此存在 Bi ⊃ Ni, (i = 1, 2, 3), 使得 µ(Bi) = 0. 令 N0 = {ω ∈ Ω : f ′(ω) 6= g′(ω)}, 则

N0 = {ω ∈ Ω : f ′(ω) 6= g′(ω)} ⊂ N1 ∪N2 ∪N3,

故 N0 ⊂ B1 ∪ B2 ∪ B3, 而 µ(B1 ∪ B2 ∪ B3) ⩽ µ(B1) + µ(B2) + µ(B3) = 0, 故 N0 是 µ 零集. 因此
f ′ = g′, a.e.. 由引理 5.1.8 立得要证结论.

□

§ 5.2 积分的性质

5.2.1 设 µ1, µ2 是可测空间 (Ω,F) 上的测度, a1, a2 是两个非负有限数, µ = a1µ1 + a2µ2, 试证: 若 f 对

µ1, µ2 的积分存在且 a1

∫
fdµ1 + a2

∫
fdµ2 有意义, 则 f 对 µ 的积分也存在, 且∫
fdµ = a1

∫
fdµ1 + a2

∫
fdµ2.

证明: 按照课本上的方法, 从非负简单函数开始.

若 f 是非负简单函数, f =
m∑
k=1

xk1Ak
, A1, A2, · · · , Am 两两不交, 且

m⋃
k=1

Ak = Ω, 则

∫
Ω

fdµ =
m∑
k=1

xkµ(Ak) = a1

m∑
k=1

xkµ1(Ak) + a2

m∑
k=1

xkµ2(Ak) = a1

∫
Ω

fdµ1 + a2

∫
Ω

fdµ2.
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若 f 是非负可测函数, 则根据定理 4.2.4, 存在非负简单函数列 {fn, n ∈ N} 使得 0 ⩽ fn ↑ f . 且
lim
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ. 因此

∫
Ω

fdµ = lim
n→∞

∫
Ω

fndµ = lim
n→∞

(
a1

∫
Ω

fndµ1 + a2

∫
Ω

fndµ2

)
= a1 lim

n→∞

∫
Ω

fndµ1 + a2 lim
n→∞

∫
Ω

fndµ2

= a1

∫
Ω

fdµ1 + a2

∫
Ω

fdµ2.

若 f 是一般的可测函数, 考虑 f = f+ − f−, 则 f+ 和 f− 是非负可测函数. 故∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

f+dµ−
∫
Ω

f−dµ

= a1

∫
Ω

f+dµ1 + a2

∫
Ω

f−dµ2 − a1

∫
Ω

f−dµ1 − a2

∫
Ω

f−dµ2

= a1

(∫
Ω

f+dµ1 −
∫
Ω

f−dµ1

)
+ a2

(∫
Ω

f+dµ1 −
∫
Ω

f−dµ1

)
= a1

∫
Ω

fdµ1 + a2

∫
Ω

fdµ2.

(注: 证明过程中,由于 a1

∫
Ω

fdµ1+a2

∫
Ω

fdµ2 有意义且 ∀n ∈ N, 0 ⩽ fn ⩽ f ,所以 a1

∫
Ω

fdµ1+a2

∫
Ω

fdµ2

也有意义. “有意义”是指避免了 ∞−∞ 的情形.) □

5.2.2 (积分中值定理) 设 f, g 是测度空间 (Ω,F , µ) 上的可测函数, g 对 µ 可积, −∞ < a ⩽ f ⩽ b < ∞, a.
e. , 则存在一个常数 c ∈ [a, b], 使

∫
Ω

f |g|dµ = c

∫
Ω

|g|dµ. 特别, 若 µ 有限, 则
∫
fdµ = cµ(Ω).

证明: 我们知道 g 是可积的, 因此
∫
Ω

|g|dµ < ∞, 故 |g| 可积. 我们知道 f 是有界的, 因此
∫
Ω

|f |g||dµ =∫
Ω

|f ||g|dµ <∞, 故 f |g| 亦可积. 考虑连续函数

F (x) = x

∫
Ω

|g|dµ−
∫
Ω

f |g|dµ,

则 F (a) ⩽ 0 ⩽ F (b), 故 ∃c ∈ [a, b], 使得 F (c) = c

∫
Ω

|g|dµ−
∫
Ω

f |g|dµ = 0.

若 µ 有限, 取 g = 1 便得
∫
Ω

fdµ = cµ(Ω). □

5.2.3 设 f, g 是 (Ω,F , µ) 上取有限值的 F 简单函数, 若 f, g 之一对 µ 可积, 则 fg 也可积.

证明: 我们知道 f, g 都是有限简单函数, 设 f =
m∑
k=1

xk1Ak
, A1, A2, · · · , Am 两两不交且

m⋃
k=1

Ak = Ω. 同时

设 g =
n∑
j=1

yj1Bj
, B1, B2, · · · , Bn 两两不交且

n⋃
j=1

Bj = Ω. 不妨设 f 是对 µ 可积的, 则由引理 5.2.4 知

∫
Ω

|f |dµ =
m∑
k=1

|xk|µ(Ak) <∞.
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我们知道 fg =
m∑
k=1

n∑
j=1

xkyj1Ak∩Bj
, 故

∫
Ω

|fg|dµ =
m∑
k=1

n∑
j=1

|xkyj |µ(Ak ∩Bj) ⩽
m∑
k=1

n∑
j=1

|xkyj |µ(Ak)

⩽ max
j

|yj |
m∑
k=1

|xk|µ(Ak) = max
j

|yj |
∫
Ω

|f | dµ <∞

(其中 max
j

|yj | <∞, 因为 g 取有限值). 因此 fg 也可积. □

5.2.4 设 f 是 (Ω,F , µ) 上的可积函数, 则对每一个正数 ε, µ({ω : |f(ω)| ⩾ ε}) <∞.
证明: 我们考虑反证法, 假设存在某个 ε0 > 0, 使得 µ({ω : |f(ω)| ⩾ ε0}) = ∞, 则∫

Ω

fdµ ⩾
∫
Ω

f1{|f |⩾ε0} ⩾
∫
Ω

ε01{|f |⩾ε0} = ∞.

这与可积矛盾! □

5.2.5 设 Ω 是全体正整数组成的空间, F 是 Ω 的一切子集作成的 σ 代数, 对于 A ∈ F , µ(A) = |A|(A 中元
素的个数), 则 (Ω,F , µ) 是一个测度空间. 称此 µ 为计数测度. 讨论此空间上的函数的积分存在的充分与必
要条件.

证明: 若 f 是非负简单函数, f =
m∑
k=1

xk1Ak
, 且

m⋃
k=1

Ak = Ω, A1, A2, · · · , Am 两两不交. 我们有

∫
Ω

fdµ =
m∑
k=1

xkµ(Ak) =
∞∑
l=1

f(l).

若 f 是非负可测函数, 考虑非负简单函数 fn = f1Ωn
, 这里 Ωn = {1, 2, · · · , n}. 则 fn ↑ f , 故∫

Ω

fdµ = lim
n→∞

∫
Ω

fndµ = lim
n→∞

n∑
l=1

f(l) =
∞∑
l=1

f(l).

若 f 是一般的可测函数, 积分存在等价于
∫
Ω

f+dµ 和
∫
Ω

f−dµ 中有至少一个有限, 即
∞∑
n=1

max {f(n), 0} =

∞∑
n=1

|f(n)|+ f(n)

2
,

∞∑
n=1

max {−f(n), 0} =
∞∑
n=1

|f(n)| − f(n)

2
中至少有一个有限, 也即

∞∑
n=1

(|f(n)|+ f(n)) 和

∞∑
n=1

(|f(n)| − f(n)) 中有至少一个有限. □

5.2.6 设 f, g 是 (Ω,F) 上的可测函数, P(F) 表示 F 上概率测度的全体, 若 ∀ν ∈ P(F),

∫
fdν =

∫
gdν,

则 f(ω) = g(ω), ∀ω ∈ Ω 成立.

证明: 采用反证法. 假设 ∃ω0 ∈ Ω, 使得 f(ω0) 6= g(ω0). 考虑单点概率测度 P0(A) =

1, ω0 ∈ A

0, ω0 /∈ A
(请读者

自行证明这的确是一个测度),则
∫
Ω

f(ω)dP0 = f(ω0)(因为
∫
Ω

f(ω)dP0 =

∫
{ω0}

f(ω)dP0+

∫
{ω0}c

f(ω)dP0 =
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f(ω0)P0({ω0}) + 0 = f(ω0)). 同理
∫
Ω

g(ω) dP0 = g(ω0). 而由题设
∫
Ω

g(ω) dP0 =

∫
Ω

f(ω) dP0, 故
f(ω0) = g(ω0), 矛盾! □

§ 5.3 期望的性质及 L-S 积分表示

5.3.1 设 ξ, η 为实 r.v., Eξ2,Eη2 有限, 试证: D(ξ + η) = Dξ + Dη 的充要条件是 E(ξη) = Eξ · Eη.
证明: 我们知道 Eξ2 有限, 因此 EξEξ ⩽ Eξ2 <∞, 故 Eξ 有限. 同理 Eη, Eξ · Eη 有限. 故

D(ξ + η) = E|ξ + η|2 − |E(ξ + η)|2

= E|ξ|2 + E|η|2 + 2E(ξη)− (|Eξ|2 + 2Eξ · Eη + |Eη|2)

= Dξ + Dη + 2(E(ξη)− Eξ · Eη).

故 D(ξ + η) = Dξ + Dη ⇐⇒ E(ξη) = Eξ · Eη. □

5.3.2 若 X1, X2, · · · , Xn 是 n 个实 r.v., 其分布函数分别为 F1(x), F2(x), · · · , Fn(x), η 是一 r.v., 其分布函
数为

1

n
(F1(x) + F2(x) + · · ·+ Fn(x)). 设 r 为一正数, 证明

E|η|r = 1

n

n∑
k=1

E |Xn|r .

证明: 根据习题 5.2.1, 我们有:

E|η|r =
∫
Ω

|x|rdPη =
∫
Ω

|x|rd
(
1

n

n∑
k=1

Fn

)
=

1

n

n∑
k=1

∫
Ω

|x|rdFk =
1

n

n∑
k=1

E |Xn|r .

□

5.3.3 设 X 是一实 r.v., 它的分布函数是 F (x), c 为一正数, 令

Xc :=


X, 当|X| < c,

c, 当X ⩾ c,

−c, 当X ⩽ −c,

试将 EXc,DXc 用对于 F 的 L-S 积分表出.
证明: 我们有:

EXc =

∫
R
XdFX =

∫ c

−c
XdFX +

∫ ∞

c

cdFX +

∫ −c

−∞
(−c)dFX

=

∫ c

−c
XdFX + c(1− F (c))− cF (−c).
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类似地,

DXc = E(Xc)2 − (EXc)2

=

∫ c

−c
X2dFX −

(∫ c

−c
XdFX + c(1− F (c))− cF (−c)

)2

=

∫ c

−c
X2dFX + c2(1− F (c))− c2F (−c)−

(∫ c

−c
XdFX + c(1− F (c))− cF (−c)

)2

.

□

5.3.4 设 F (x) 是一分布函数, 按定义∫ b

a

f(x)dF (x) =
∫
(a,b]

f(x)dF (x),

问它是否等于
∫
[a,b]

f(x)dF (x) ? 在什么情况下它们不相等?

证明: 不一定相等. 实际上,∣∣∣∣∣
∫
[a,b]

f(x)dF (x)−
∫ b

a

f(x)dF (x)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣limε→0

∫
[a,a+ε)

f(x)dF (x)
∣∣∣∣

⩾ lim
ε→0

min
a⩽x<a+ε

|f(x)|(F (a+ ε−)− F (a−)|

= |f(a)|(F (a)− F (a−)).

故若 F 在 a 处不左连续时, 两者不相等.

反例: 考虑 F (x) = sgnx, f(0) 6= 0, 则
∫ 1

0

f(x)dF (x) = 0 6= f(0) =

∫
[0,1]

f(x)dF (x). □

5.3.5 设 X 是一实 r.v., m 是一实数, 它满足:

P({X ⩾ m}) ⩾ 1

2
,P({X ⩽ m}) ⩾ 1

2
,

称满足上述条件的 m 为 X 的中数, 试证
(1) ∀a ∈ R, E|X −m| ⩽ E|X − a|;
(2) X 的中数, 数学期望和方差之间有如下关系:

EX −
√
DX ⩽ m ⩽ EX +

√
DX.

证明: (1) 我们只需证明 ∀a ∈ R, 有 E(|X − a| − |X −m|) ⩾ 0. 不妨设 a > m, 则

|X − a| − |X −m| =


m− a, X > a

m+ a− 2X, m < X ⩽ a

a−m, X ⩽ m

.
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故

E(|X − a| − |X −m|) = (m− a)P({X > a}) + (a−m)P({X ⩽ m}) +
∫
(m,a]

(m+ a− 2X)dP

⩾ (m− a)P({X > a}) + (a−m)P({X ⩽ m}) + (a−m)P({m < X ⩽ a})

= (a−m)(P({X < a})− P({X > a}))

⩾ (a−m)(P({X ⩽ m})− P({X > m}))

= (a−m)(2P({X ⩽ m})− 1) = 0.

而 a = m 时结论显然, a < m 时与上文同理即证.
(2) 即证 |EX −m| ⩽

√
DX.

在 (1) 中取 a = EX, 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 便有

|EX −m|
引理 5.2.3(2)

⩽ E|X −m|
(1) 小问结论

⩽ E|X − EX|
Cauchy-Schwarz 不等式

⩽
√
E|X − EX|2 =

√
DX.

故 EX −
√
DX ⩽ m ⩽ EX +

√
DX. □

5.3.6 设 X =
∑
k∈I

ak1{X=ak}, ak ∈ R, I ⊂ N, 试证:

P(X ∈ B) =
∑

k∈I:ak∈B

PX({ak}), E [g(X)] =
∑
k∈I

g(ak)PX({ak}).

证明: 根据定理 5.3.12, 我们有

P(X ∈ B) =

∫
B

dP =
∑

k∈I:ak∈B

P({X = ak}) =
∑

k∈I:ak∈B

PX({ak}).

同时, 根据定理 5.3.13, 有
E [g(X)] =

∫
R
gdP =

∑
k∈I

g(ak)PX({ak}).

□

5.3.7 设 X1, X2 是在 [a, b] 上均匀分布的独立 r.v., 求 Y = X1 +X2 的分布函数与分布密度 (可以由公式用
数学分析计算, 也可用几何求面积方法计算).
证明: 我们知道 (X1, X2) 的分布密度为 p(X1,X2)(X1, X2) = p1(X1)p2(X2) =

1

(b− a)2
, 故有:

FY (y) = P(Y ⩽ y) =

∫∫
[a,b]2

1X1+X2⩽y
1

(b− a)2
dX1dX2

= 1{2a⩽y<a+b}

∫ y−a

a

∫ y−x1

a

1

(b− a)2
dX2dX1

+ 1{a+b⩽y<2b}

(
1−

∫ b

y−b

∫ b

y−x1

1

(b− a)2
dX2dX1

)
+ 1{y⩾2b}

=
(y − a)2

2(b− a)2
1{2a⩽y<a+b} +

(
1− (2b− y)2

2(b− a)2

)
1{a+b⩽y<2b} + 1{y⩾2b}.
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□

5.3.8 设 X,Y 为独立 r.v., X 在 [0, 1] 上均匀分布, Y 按二项分布律 B(n, p) 分布, 试证 X + Y 是连续型随
机变量, 并求其分布密度.
证明: 考虑 z ⩾ n+ 1, 则 P(X + Y ⩽ z) = 1;
若 0 ⩽ z < n+ 1, 则

P(X + Y ⩽ z) =

[z]−1∑
k=0

P(Y = k) + P(Y = [z])P(X < z − [z])

=

[z]−1∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k +

(
n

[z]

)
p[z](1− p)n−[z](z − [z]).

这里 [z] 是 Gauss 取整函数. 故其分布密度为

pZ(z) =


(
n

[z]

)
p[z](1− p)n−[z], 0 ⩽ z < n+ 1,

0, others.

因此 z = X + Y 是连续型随机变量. □

5.3.9 (1) 设 X = (X1, X2) 的分布密度为 pX (x1, x2),

Y1 :=
√
X2

1 +X2
2 , Y2 :=

X1

X2

,

试求 Y = (Y1, Y2) 的分布密度 pY (y1, y2).
(2) 设 X = (X1, X2) 的分布密度 pX (x1, x2) :=

1

2πσ2
e−

x2
1+x2

2
2σ2 , 试求 (1) 中定义的 Y = (Y1 , Y2) 的分布

密度, 并证明 Y1, Y2 独立.

证明: (1) 解方程 y1 =
√
x21 + x22, y2 =

x1
x2

, 便有


x
(1)
1 =

y1y2√
1 + y21

x
(1)
2 =

y1√
1 + y21

,


x
(2)
1 = − y1y2√

1 + y21

x
(2)
2 = − y1√

1 + y21

. 因此

pY (y1, y2) = px

(
y1y2√
1 + y21

,
y1√
1 + y21

)∣∣∣∣∣∂(x(1)1 , x
(1)
2 )

∂(y1, y2)

∣∣∣∣∣+ px

(
− y1y2√

1 + y21
,− y1√

1 + y21

)∣∣∣∣∣∂(x(2)1 , x
(2)
2 )

∂(y1, y2)

∣∣∣∣∣
=


y1

1 + y22

(
px

(
y1y2√
1 + y21

,
y1√
1 + y21

)
+ px

(
− y1y2√

1 + y21
,− y1√

1 + y21

))
, y1 > 0,

0, y1 ⩽ 0.

(2) 代入便有

pY (y1, y2) =
1

πσ2

y1
1 + y22

exp
(
− y21
2σ2

)
,

我们有

P(y1 ⩽ t) =

∫∫
R2

1{x2
1+x

2
2⩽t2}pX(x1, x2)dx1dx2 =

1

2πσ2

∫∫
x2
1+x

2
2⩽t2

exp
(
−x

2
1 + x22
2σ2

)
dx1dx2,
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考虑极坐标换元 x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, 0 ⩽ r ⩽ t, θ ∈ [0, 2π). 则
∣∣∣∣∂(x1, x2)∂(r, θ)

∣∣∣∣ = r, 故

P(Y1 ⩽ t) =
1

2πσ2

∫ 2π

0

∫ t

0

r exp
(
− r2

2σ2

)
drdθ = 1− exp

(
− t2

2σ2

)
,

因此 pY1
(y1) =

d
dy1

P(Y1 ⩽ y1) =
y1
σ2

exp
(
− y21
2σ2

)
. 同时,

P(Y2 ⩽ t) = P
(
X1 ⩾ 0,

X1

X2

⩽ t

)
+ P

(
X1 < 0,

X1

X2

⩽ t

)
=

∫ ∞

0

∫
R
1{X1

X2
⩽t}pX(x1, x2)dx1dx2 +

∫ 0

−∞

∫
R
1{X1

X2
⩽t}pX(x1, x2)dx1dx2

= 2 · 1

2πσ2

∫ ∞

0

∫
R
1{X1

X2
⩽t} exp

(
−x

2
1 + x22
2σ2

)
dx1dx2

=
1

πσ2

∫ ∞

0

∫
R
1{u⩽t} exp

(
−(1 + u2)x22

2σ2

)
d(ux2)dx2

=
1

πσ2

∫ ∞

0

∫ t

−∞
x2 exp

(
−(1 + u2)x22

2σ2

)
dudx2

=
1

πσ2

∫ t

−∞

∫ ∞

0

x2 exp
(
−(1 + u2)x22

2σ2

)
dx2du

=
1

π

∫ t

−∞

1

1 + u2
du.

故 pY2
(y2) =

d
dy2

P(Y2 ⩽ y2) =
1

π
· 1

1 + y22
. 故 PY (y1, y2) = pY1

(y1)pY2
(y2), 故 Y1, Y2 独立. □

5.3.10 设 X1, X2, · · · , Xn 是具有相同分布密度 p(x) 的独立 r.v., 且当 x < 0 时 p(x) = 0, 当 x ⩾ 0 时 p(x)

连续, 其次设 ξ∗k 为 X1, X2, · · · , Xn 按不降顺序排列的第 k 个值, 试证: (ξ∗1 , ξ∗2 , · · · , ξ∗r ) , 1 ⩽ r ⩽ n 的分布
密度为

p (y1, y2, · · · , yr) =


n!

(n− r)!
p (y1) p (y2) · · · p (yr)

(∫ ∞

yr

p(x)dx
)n−r

, 0 ⩽ y1 ⩽ y2 ⩽ · · · ⩽ yr,

0, 其他.

证明: 我们有:

P({ξ∗k ⩽ yk, k ∈ N, k ⩽ r}) = P

(
r⋂

k=1

{ξ∗k ⩽ yk}

)
= 1− P

(
r⋃

k=1

{ξ∗k ⩾ yk}

)
抽屉原理（定义 3.3.1(5)）
================ 1 −

r∑
j=1

(−1)j−1
∑

1⩽i1⩽···⩽ij⩽r
P

(
j⋂
l=1

{ξ∗il ⩾ yil}

)
.

记上述概率为 P0, 我们知道,

P

(
j⋂
l=1

{ξ∗il ⩾ yil}

)
=

n!

(n− j)!
1yi1⩽···⩽yij

j∏
k=1

[
P(yik−1

< X1 ⩽ ξ∗ik)
]ik−ik−1

[
P(X1 > yij )

]n−ij
,

故

P0 = 1−
r∑
j=1

(−1)j−1
∑

1⩽i1⩽···⩽ij⩽r
1yi1⩽···⩽yij

n!

(n− j)!

j∏
k=1

[
P(yik−1

< X1 ⩽ ξ∗ik)
]ik−ik−1

[
P(X1 > yij )

]n−ij
,
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我们只需考虑含有所有 yk, 1 ⩽ k ⩽ r 的项. 有

p(y1, y2, · · · , yr) =
∂rP0

∂y1∂y2 · · · ∂yr

=
∂r

∂y1∂y2 · · · ∂yr
1yi1⩽···⩽yij

n!(−1)r

(n− r)!

[
P(X1 > yr)]

n−r
r∏

k=1

[P(yk−1 < X1 ⩽ ξ∗k)

]

=
n!(−1)r

(n− r)!

∂r

∂y1∂y2 · · · ∂yr
F (y1)

(
r−1∏
k=1

[
F (ξ∗k+1)− F (yk)

])
[1− F (yr)]

n−r
1y1⩽···⩽yr

=
n!

(n− r)!
p(y1)p(y2) · · · p(yr)

(∫ ∞

yr

p(x)dx
)n−r

1y1⩽···⩽yr .

□

5.3.11 设 F (x) 和 G(x) 是两个有界分布函数 (不一定是概率分布函数), G(−∞) = 0, f(x) 是连续函数, 且
0 < c1 ⩽ f(x) < c2 <∞, ∀x ∈ R, 试应用定理 5.3.10 证明: 若

F (x) =

∫ x

−∞

1

f(x)
dG(x), ∀x ∈ R,

则

G(x) =

∫ x

−∞
f(x)dF (x), ∀x ∈ R.

证明: 考虑 F (x) = µ((−∞, x]), G(x) = ν((−∞, x]). 则 F (x) =

∫
(−∞,x]

1

f(x)
dν. 故 µ(A) =

∫
A

1

f
dν. 故

∫
(−∞,x]

f(x)dF (x) =
∫
(−∞,x]

f(x)dµ =

∫
(−∞,x]

dν = ν((−∞, x]) = G(x).

□

5.3.12 设 X1, X2, · · · 是无穷个独立 r.v.(即其中任意有限个都独立), 且它们的分布都是以 λ(λ > 0) 为参数
的指数分布, 即 P(Xk > t) = e−λt, t ⩾ 0, 令

N(t) := sup
{
n ∈ N :

n∑
k=1

Xk ⩽ t

}
,

试证:

(1) 若 0 < s < t < ∞, 则 N(s) 与 N(t)−N(s) 独立, 且分别服从参数为 λs 及 λ(t− s) 的 Poisson 分
布;

(2) ∀m及任何 0 = t0 < t1 < · · · < tn <∞, N(tk)−N(tk−1), k = 1, 2, · · · ,m独立,且 N(tk)−N(tk−1)

服从以 λ(tk − tk−1) 为参数的 Poisson 分布, k = 1, 2, · · · ,m.
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证明: (1) 我们知道 X1, X2, · · ·
i.i.d∼ Γ(λ, 1), 则

n∑
k=1

Xk ∼ Γ(λ, n). 实际上, 我们有

P(N(s) = n) = P

(
n∑
k=1

Xk ⩽ s

)
− P

(
n+1∑
k=1

Xk ⩽ s

)

=

∫ s

0

λn

Γ(n)
xn−1e−λxdx−

∫ t

0

λn+1

Γ(n+ 1)
xne−λxdx

=
λn

n!

∫ s

0

(n− λx)xn−1e−λxdx

=
λn

n!
xne−λx

∣∣s
0
=
λnsne−λs

n!
.

因此 N(s) 服从参数为 λs 的 Poisson 分布. 置 Sn =
n∑
k=1

Xk ∼ Γ(λ, n), 我们有

P(N(s) = n,N(t) = m+ n) = P

(
Sn ⩽ s, s− Sn < Xn+1 < t− Sn,

m+n∑
k=n+2

Xk ⩽ t− Sn −Xn+1 <
m+n+1∑
k=n+2

Xk

)
= P (Sn ⩽ s, s− Sn < Xn+1 < t− Sn, Sm−1 ⩽ t− Sn −Xn+1 < Sm)

=

∫ s

0

∫ y−s

s−x
P(N(t− x− y) = m− 1)dP(Xn+1 ⩽ y)dP(Sn ⩽ x)

=

∫ s

0

∫ y−s

s−x

λm−1(t− x− y)m−1e−λ(t−x−y)
(m− 1)!

λe−λy λ
n+1

Γ(n)
xn−1e−λxdydx

=
λm+1e−λt

(m− 1)!(n− 1)!

∫ s

0

∫ y−s

s−x
(t− x− y)m−1xn−1dydx

=
λm+1e−λt

(m− 1)!(n− 1)!

(t− s)msn

mn

=
λnsne−λs

n!
· λ

m(t− s)me−λ(t−s)
m!

.

同时, 我们有

P(N(t)−N(s) = m) =
∞∑
j=0

P(N(s) = j,N(t) = m+ j)

=
∞∑
j=1

λjsje−λs
j!

· λ
m(t− s)me−λ(t−s)

m!

=
λm(t− s)me−λ(t−s)

m!
.

因此 P(N(s) = n,N(t)−N(s) = m) = P(N(s) = n)P(N(t)−N(s) = m), 因此它们相互独立, 且分别服从
参数为 λs 及 λ(t− s) 的 Poisson 分布.

(2) 用数学归纳法证明. 由 (1) 知 m = 1 时结论成立. 不妨设 m = n 时结论成立, 令

A = {N(t1)−N(t0) = k1, · · · , N(tn)−N(tn−1) = kn},

则有

P(A ∩ {N(tn+1)−N(tn) = k}) = P(N(tn+1)−N(tn) = k |A)P(A).
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又根据指数分布的无记忆性, 容易得到

P(N(tn+1)−N(tn) = k |A) = [λ(tn+1 − tn)]
k

k!
e−λ(tn+1−tn).

□

5.3.13 设 X1, X2, · · · , Y1, Y2, · · · 是无穷个独立的非负 r.v., Xk 都服从以 λ(λ > 0) 为参数的指数分布, Yk
服从集中在 (0,∞) 上的分布 µ, 令 N(t) 为一 r.v., 它满足:

{N(t) = n} = {X1 +X2 + · · ·+Xn + Y1 + Y2 + · · ·+ Yn ⩽ t,

X1 +X2 + · · ·+Xn+1 + Y1 + Y2 + · · ·+ Yn > t} .

试证:
P({N(t) = n}) =

∫
(0,t]

[λ(t− x)]n

n!
e−λ(t−x)µ∗n(dx),

其中
µ∗n((0, x]) := P ({Y1 + Y2 + · · ·+ Yn ⩽ x}) ,

即 µ 的 n 重卷积.

证明: 我们知道
n∑
k=1

Yk ∼ µ∗n, 定义 Sn :=
n∑
k=1

Xk ∼ Γ(λ, n). 则

P(N(t) = n) = P

(
n∑
k=1

Xk +
n∑
k=1

Yk ⩽ t <
n+1∑
k=1

Xk +
n∑
k=1

Yk

)

=

∫ t

0

P(Sn ⩽ t− x < Sn +Xn+1)µ
∗n(dx)

=

∫ t

0

P(Sn ⩽ t− x,Xn+1 > t− x− Sn)µ
∗n(dx)

=

∫ t

0

∫ t−x

0

P(Xn+1 > t− x− y)
λ(λy)n−1

(n− 1)!
e−λydy

=

∫ t

0

∫ t−x

0

e−λ(t−x−y)λ(λy)
n−1

(n− 1)!
e−λydy

=

∫
(0,t]

[λ(t− x)]n

n!
e−λ(t−x)µ∗(dx).

□

5.3.14 设 X1, X2, · · · , Xn 是独立 r.v., 且都服从 (0, 1) 上的均匀分布, 试应用广义加法公式 (或称逐步淘汰
原则) 及公式 ∫

· · ·
∫

∑n
k=1 xk⩽x,xl⩾0

dx1dx2 · · · dxn =
xn

n!
,

证明当 x ∈ (0, n) 时,

P (X1 +X2 + · · ·+Xn ⩽ x) =
n−1∑
k=0

(−1)kCkn
[(x− k) ∨ 0]n

n!
.
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证明: 我们知道 (X1, · · · , Xn) 的联合密度为

p(x1, x2, · · · , xn) =

1, 0 ⩽ x1 ⩽ 1, i = 1, 2, · · · , n,

0, otherwise.

因此当 x ∈ (0, n), 有

P(X1 + · · ·+Xn ⩽ x) = P(X1 + · · ·+Xn ⩽ x, 0 ⩽ Xi ⩽ 1, i = 1, · · · , n)

= P (X1 + · · ·+Xn ⩽ x,Xi ⩾ 0, i = 1, · · · , n)

− P(X1 + · · ·+Xn ⩽ x,Xi ⩾ 0, i = 1, · · · , n∃j,Xj ⩾ 1).

令

Aj = {X1 + · · ·+Xn ⩽ x,Xi ⩾ 0, i = 1, · · · , j − 1, j + 1, · · · , n,Xj ⩾ 1},

则 Aj 两两不交, 且
n⋃
j=1

Aj = {X1 + · · ·+Xn ⩽ x,Xi ⩾ 0, i = 1, · · · , n∃j,Xj ⩾ 1} =: A, 则

P(A) = P

(
n⋃
j=1

Aj

)
=

n∑
k=1

(−1)k−1CknP(A1 ∩ · · · ∩ Ak).

实际上, 我们有
P(A1) =

∫
· · ·
∫

A1

p(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

=

∫
· · ·
∫

∑n
k=1 xk⩽x
xj⩾0,j⩾2
x1⩾1

p(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

=

∫
· · ·
∫

x′
1+

∑n
k=2 xk⩽x−1

xj⩾0,j⩾2

x′
1=x1−x⩾1

p(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

=
[(x− 1) ∨ 0]n

n!
.

类似地, P(A1 ∩ · · · ∩ Ak) =
[(x− k) ∨ 0]n

n!
. 又注意到 x ∈ (0, n) 时, P(

n⋃
k=1

An) = 0, 以及

P(X1 + · · ·+Xn ⩽ x,Xi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n) =
∫

· · ·
∫

∑n
k=1 xk⩽x
xi⩾0,∀i

p(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn =
(x ∨ 0)n

n!
,

故

P (X1 +X2 + · · ·+Xn ⩽ x) =
n−1∑
k=0

(−1)kCkn
[(x− k) ∨ 0]n

n!
.

□
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§ 5.4 积分收敛定理

5.4.1 (Fatou引理的推广)设 Un, Vn 可积,且 Un → U , a.e. Vn → V , a.e.
∫
Un →

∫
U 有限,

∫
Vn →

∫
V

有限.
(1) 若 Un ⩽ Xn, ∀n ∈ N, 则

∫
lim inf
n→∞

Xn ⩽ lim inf
n→∞

∫
Xn.

(2) 若 Xn ⩽ Vn, ∀n ∈ N, 则 lim sup
n→∞

∫
Xn ⩽

∫
lim sup
n→∞

Xn.

证明: (1) 实际上, 我们有:

0 ⩽ inf
k⩽n

(Xk − Uk) ↑ sup
n

inf
k⩽n

(Xk − Uk) = lim inf
n→∞

(Xn − Un),

故 ∫
lim inf
n→∞

Xn −
∫
U =

∫ (
lim inf
n→∞

Xn − U
)
=

∫
lim inf
n→∞

(Xn − Un) = lim
n→∞

∫
inf
k⩽n

(Xk − Uk)

⩽ lim inf
n→∞

∫
(Xn − Un) = lim inf

n→∞

∫
Xn − U = lim inf

n→∞

∫
Xn −

∫
U.

故
∫

lim inf
n→∞

Xn ⩽ lim inf
n→∞

∫
Xn.

(2) 注意到 −Vn ⩽ −Xn, 且 −Vn,−Xn 可积. 故

lim sup
n→∞

∫
Xn = − lim inf

n→∞

∫
(−Xn) ⩽ −

∫
lim inf
n→∞

(−Xn) =

∫
lim sup
n→∞

Xn.

□

5.4.2 (控制收敛定理推广) 设 |Xn| ⩽ Un 而 Un 可积, Un → U , a.e. 且
∫
Un →

∫
U 有限, 则当 Xn → X,

a.e. 时, 有
∫

|Xn −X| → 0, 因而
∫
Xn →

∫
X.

证明: 我们知道 −Un ⩽ Xn ⩽ Un, 因此 Xn 可积. 同时

|Xn −X| ⩽ |Xn|+ |X| ⩽ Un +
∣∣∣ lim
n→∞

Xn

∣∣∣ ⩽ Un + lim
n→∞

|Xn| ⩽ Un + lim
n→∞

Un = Un + U,

故 |Xn −X| 可积. 且 |Xn −X| → 0, a.e., 同时

lim inf
n→∞

∫
Xn ⩽ lim sup

n→∞

∫
Xn ⩽

∫
lim sup
n→∞

Xn =

∫
lim inf
n→∞

Xn ⩽ lim inf
n→∞

∫
Xn.

故 lim
n→∞

∫
Xn = lim inf

n→∞

∫
Xn = lim sup

n→∞

∫
Xn =

∫
lim inf
n→∞

Xn =

∫
X. 也即

∫
Xn →

∫
X. 故

∫
|Xn −

X| → 0. □

5.4.3 试证: 给定具有有限期望的随机变量 X 及 ε > 0, 存在一个简单函数 Xε, 使得 E|X − Xε| < ε,
|Xε| ⩽ |X|, 因而, 存在一个简单函数序列 {Xm}, 使得 ∀m ∈ N, |Xm| ⩽ |X|, 且 lim

m→∞
E|X −Xm| = 0.

证明: 我们知道 X 有有限期望, 故在测度空间 (Ω,F , µ) 上, 令 N := {ω : |X(ω)| = ∞}, 有 µ(N) = 0. 令

X(n)(ω) =
−1∑

k=−n2n

k + 1

2n
1{ k

2n ⩽X(ω)⩽ k+1
2n } +

n2n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n ⩽X(ω)⩽ k+1
2n },
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则 |Xn| ⩽ |X|. 且 |X(n) −X|1Nc ⩽ 1

2n
. 故 |X −X(n)| ⩽

1

2n
, a.e., 因此 E|X −X(n)| <

1

2n
. 因此, 只需取

Xε = X([− log2 ε]+1), 便有 E|X −Xε| <
1

2[− log2 ε]+1
⩽ ε. □

5.4.4 对于 F 中任何两个集 Λ1 与 Λ2 定义 ρ(Λ1,Λ2) = P(Λ1∆Λ2), 则 ρ 是 F 中的集的空间中的伪度量
(即除 ρ(Λ1,Λ2) = 0 → Λ1 = Λ2 外, 距离的其他假设都满足); 称引入 ρ 后的空间 F 为度量空间 M(F , ρ),
证明: 对于每个可积的随机变量 X, 由 Λ →

∫
Λ

X dP 给出的由 M(F , ρ) 到 R 的映射是连续的. 类似地,

由 (Λ1,Λ2) → Λ1 ∪ Λ2, Λ1 ∩ Λ2, Λ1\Λ2, Λ1∆Λ2 给出的由 M(F , ρ) ×M(F , ρ) 到 M(F , ρ) 的映射都是连
续的. 如果去掉一个零概率集后, lim sup

n
Λn = lim inf

n
Λn（注：“去掉一个零概率集后 A = B”的意思是

P (A∆B) = 0）, 则我们用 lim
n

Λn 表示这两个集共同的等价类. 证明在这种情况下 {Λn} 按度量 ρ 收敛于
lim
n

Λn. 作为一个特殊情况, 试推出:

如果 E|X| <∞, 且 lim
n

P(Λn) = 0, 则 lim
n→∞

∫
Λn

XdP = 0, 特别有 lim
n→∞

∫
{|X|>n}

XdP = 0.

证明: 先证明 ρ 是 F 上的一个伪度量. 设 Λ1,Λ2,Λ3 ∈ F , 我们有 ρ(Λ1,Λ2) = P(Λ1∆Λ2) ⩾ 0, ρ(Λ1,Λ2) =

ρ(Λ2,Λ1). 因此我们只需验证三角不等式即可. 我们有

ρ(Λ1,Λ2) =P(Λ1∆Λ2)

= P(Λ1 ∩ Λc2) + P(Λc1 ∩ Λ2)

= P((Λ1 ∩ Λc3) ∪ (Λc2 ∩ Λ3)) + P((Λc1 ∩ Λ3) ∪ (Λ2 ∩ Λc3))

⩽ P(Λ1 ∩ Λc3) + P(Λc2 ∩ Λ3) + P(Λc1 ∩ Λ3) + P(Λ2 ∩ Λc3)

⩽ P((Λ1 ∩ Λc3) ∪ (Λc1 ∩ Λ3)) + P((Λ2 ∩ Λc3) ∪ (Λc2 ∩ Λ3))

= P(Λ1∆Λ3) + P(Λ2∆Λ3).

因此 ρ 是伪度量.
下面证明连续性. 我们有∣∣∣∣∫

Λ

XdP−
∫
Λ0

XdP
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Ω

X(1Λ − 1Λ0
)

∣∣∣∣ ⩽ ∫
Ω

|X||1Λ − 1Λ0
|dP =

∫
Ω

|X|1Λ∆Λ0
=

∫
Λ∆Λ0

|X|dP,

根据推论 5.4.6, 便有: ρ(Λ,Λ0) = P(Λ∆Λ0) → 0 时,
∣∣∣∣∫

Λ

XdP−
∫
Λ0

XdP
∣∣∣∣→ 0.

下面证明: 由 (Λ1,Λ2) → Λ1 ∪Λ2,Λ1 ∩Λ2,Λ1\Λ2,Λ1∆Λ2 给出的由 M(F , ρ)×M(F , ρ) 的映射都是连
续的. 这等价于证明 ∀Λ1,Λ2,Λ

′
1,Λ

′
2,若 ρ(Λ1,Λ

′
1), ρ(Λ2,Λ

′
2) → 0,则 ρ(Λ1∪Λ2,Λ

′
1∪Λ′

2), ρ(Λ1∩Λ2,Λ
′
1∩Λ′

2),
ρ(Λ1\Λ2,Λ

′
1\Λ′

2), ρ(Λ1∆Λ2,Λ
′
1∆Λ′

2) 都趋于零.
先证明 ρ(Λ1 ∪ Λ2,Λ

′
1 ∪ Λ′

2) → 0. 实际上:

ρ(Λ1 ∪ Λ2,Λ
′
1 ∪ Λ′

2) = P((Λ1 ∪ Λ2)∆(Λ′
1 ∪ Λ′

2))

= P((Λ1 ∪ Λ2) ∩ (Λ′
1 ∪ Λ′

2)
c) + P((Λ1 ∪ Λ2)

c ∩ (Λ′
1 ∪ Λ′

2))

= P((Λ1 ∩ Λ′c
1 ) ∪ (Λ2 ∩ Λ′c

2 )) + P((Λc1 ∩ Λ′
1) ∪ (Λc2 ∩ Λ′

2))

⩽ P(Λ1 ∩ Λ′c
1 ) + P(Λ2 ∩ Λ′c

2 ) + P(Λc1 ∩ Λ′
1) + P(Λc2 ∩ Λ′

2)

= P(Λ1∆Λ′
1) + P(Λ2∆Λ′

2)

= ρ(Λ1,Λ
′
1) + ρ(Λ2,Λ

′
2) → 0.
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注意到
ρ(A,B) = P(A∆B) = P((A ∩Bc) ∪ (Ac ∪B))

= P(((Ac)c ∩Bc) ∪ (Ac ∩ (Bc)c)) = P(Ac∆Bc) = ρ(Ac, Bc),

故
ρ(Λ1 ∩ Λ2,Λ

′
1 ∩ Λ′

2) = ρ(Λc1 ∪ Λc2,Λ
′c
1 ∪ Λ′c

2 )

⩽ ρ(Λc1,Λ
′c
1 ) + ρ(Λc2,Λ

′c
2 )

= ρ(Λ1,Λ
′
1) + ρ(Λ2,Λ

′
2) → 0.

同理,
ρ(Λ1\Λ2,Λ

′
1\Λ′

2) = ρ(Λ1 ∩ Λc2,Λ
c
1 ∩ Λ2) → 0,

ρ(Λ1∆Λ2,Λ
′
1∆Λ′

2) = ρ((Λ1 ∩ Λc2) ∪ (Λc1 ∩ Λ2), (Λ
′
1 ∩ Λ′c

2 ) ∪ (Λ′c
1 ∩ Λ′

2)) → 0.

下面证明 lim
k→∞

ρ(Λk, lim
n→∞

Λn) = 0. 记 Λ = lim
n→∞

Λn, 注意到 Λk\Λ ⊂
∞⋃
n=k

Λn\Λ, Λ\Λk ⊂ Λ\
∞⋂
n=k

Λn, 我们有

ρ (Λk,Λ) = P(Λk\Λ) + P(Λ\Λk)

⩽ P

(
∞⋃
n=k

Λn\Λ

)
+ P

(
Λ\

∞⋂
n=k

Λn

)

= P

(
∞⋃
n=k

Λn

)
− P(Λ) + P(Λ)− P

(
∞⋂
n=k

Λn

)

= P

(
∞⋃
n=k

Λn

)
− P

(
∞⋂
n=k

Λn

)
.

我们知道
∞⋃
n=k

Λn ↓
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

Λn = Λ,
∞⋂
n=k

Λn ↑
∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

Λn = Λ. 因此

lim
k→∞

ρ (Λk,Λ) = lim
k→∞

P

(
∞⋃
n=k

Λn

)
− lim
k→∞

P

(
∞⋂
n=k

Λn

)
= P(Λ)− P(Λ) = 0.

下证: 如果 E|X| <∞, 且 lim
n

P(Λn) = 0, 则 lim
n→∞

∫
Λn

XdP = 0, 特别有 lim
n→∞

∫
{|X|>n}

XdP = 0.

实际上, P(Λn) = ρ(Λn,∅) → 0, 因此 lim
n→∞

∫
Λn

XdP =

∫
∅
XdP = 0. 取 Λn = {|X| > n}, 则 ∀n 有

∞ > E|X| =
∫
Λc

n

|X|dP+

∫
Λn

|X|dP >
∫
Λc

n

|X|dP+

∫
Λn

ndP =

∫
Λc

n

|X|dP+ nP(Λn),

因此 lim
n→∞

P(Λn) = 0. 故 lim
n→∞

∫
{|X|>n}

XdP = lim
n→∞

∫
Λn

XdP = 0. □
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第六章 乘积测度与无穷乘积概率空间

§ 6.1 乘积测度与转移测度

6.1.1 设 Ω 是一不可数集, F 是包含 Ω 中一切单点集的最小 σ 代数, 则 Ω×Ω 的对角线 ∆ := {(ω, ω) : ω ∈
Ω} /∈ F × F , 但 ∀ωi ∈ Ω, i = 1, 2, 有

∆ω1
:= {ω2 : (ω1, ω2) ∈ ∆} ∈ F ,

∆ω2
:= {ω1 : (ω1, ω2) ∈ ∆} ∈ F .

这个例子说明了什么?
证法一: 根据习题 3.1.9, 我们知道 Ω 的一切有限集, 可数集以及它们的余集作成一个 σ 代数. 设此 σ 代数
为 G, 令 E = {{ω} ⊂ Ω}, 则 E ⊂ G. 因此 σ(E ) ⊂ G. 我们将证明 F = σ(E ) = G. 我们知道, 任取一个包
含 E 的 σ 代数 G0, 只需将 E 中的元素进行至多可数并便可以得到任意至多可数集. 进而取至多可数集的
余集在 G0 中. 因此 G ⊂ G0. 因此 G = σ(E ) = F .
考虑集类

D1 :=

{
A ∈ F × F : A =

(
∞⋃
i=1

(Ai × {yi})

)
∪

(
∞⋃
j=1

({xj} ×Bj)

)}

D2 :=

{
A ∈ F × F : A =

(
∞⋃
i=1

(Ai × {yi})

)
∪

(
∞⋃
j=1

({xj} ×Bj)

)
∪

(
∞⋃
k=1

(Ck ×Dk)

)}
.

其中 Ai, Bj ∈ F , (Ck)c 和 (Dk)
c 至多可数, xj , yi ∈ Ω 且两两不相等. 我们知道 C = {A×B : A,B ∈ F} ⊂

D1 ∪ D2, 下面证明 D1 ∪ D2 是 σ 代数:
我们知道 Ω × Ω ∈ D1 ∪ D2, ∅ ∈ D1 ∪ D2, 且 D1 ∪ D2 对可列并封闭是显然的. 因此我们只需证明

D1 ∪ D2 对余封闭.

考虑 A =

(
∞⋃
i=1

(Ai × {yi})

)
∪

(
∞⋃
n=1

({xn} ×Bn)

)
∈ D1 ∪ D2, 对于 (x, y) ∈ Ac, 我们知道:

(a) 若 y = yi 且 y /∈
∞⋃
n=1

Bn, 则此情况下所有 (x, y) 组成的集合为 Aci × {yi};

(b) 若 y = yi 且 y ∈
∞⋃
n=1

Bn, 则 x ∈ Acn\{xn1
, xn2

, · · · , xnn
, · · · } ∈ F . 其中 {nk : k ∈ N} 是满足 yi ∈ Bnk

的所有 nk. 则此情况下所有 (x, y) 组成的集合为 (Aci\{xn1
, xn2

, · · · , xnn
, · · · })× {yi};
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(c) 若 y 6= yi 且 y /∈
∞⋃
n=1

Bn, 显然 ∀x ∈ Ω, (x, y) ∈ Ac. 则此情况下所有 (x, y) 组成的集合为 Ω ×(
{yi, i ∈ N} ∪

(
∞⋃
n=1

Bn

))c
;

(d) 若 y 6= yi 且 y ∈
∞⋃
n=1

Bn, 这时所有 (x, y) 组成的集合为 {xnk
, k ∈ N}c ×

(
∞⋃
n=1

Bn\{yn, n ∈ N}

)
. 若

∞⋃
n=1

Bn 至多可数, 则
∞⋃
n=1

Bn\{yn, n ∈ N} 至多可数. 反之,
(

∞⋃
n=1

Bn\{yn, n ∈ N}

)c
至多可数.

因此 Ac 可以写成

(
∞⋃
i=1

(Ai × {yi})

)
∪

(
∞⋃
j=1

({xj} ×Bj)

)
∪

(
∞⋃
k=1

(Ck ×Dk)

)
的形式. 故 Ac ∈ D2. 故

D1 ∪ D2 对余封闭, 是 σ 代数.
我们知道 C ⊂ D1 ∪ D2, 因此 σ(C) = F × F ⊂ D1 ∪ D2. 而 ∆ /∈ D1 ∪ D2, 故 ∆ /∈ F × F . 而

∆ω1
= {ω1} ∈ F , ∆ω2

= {ω2} ∈ F ,
这个例子说明：尽管可测集的任意截集皆可测 (定理 6.1.6) , 反之未必成立, 即存在任意截集皆可测但

本身不可测的集合. □

证法二: (该证明方法由助教师兄给出) 根据习题 3.1.9, F 是一个 σ 代数, 且易证
F = {A ⊂ Ω : A 可数或 Ac 可数} (证法一已经证明了这一点).

在 F 上定义测度 µ : ∀A ∈ F , µ(A) =

0, A 可数;

1, Ac 可数
, 易证明 µ 的确是一个测度, 满足可列可加性:

对于一列两两不交的集合 {An : n ∈ N}, 若 ∀n ∈ N, An 可数, 则
∞⋃
n=1

An 也可数, 从而 µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= 0 =

∞∑
n=1

µ(An); 若 ∃n0 ∈ N : Acn0
可数, 则由 An 两两不交知 ∀n ∈ N : n 6= n0, An ⊂ Acn0

, 从而 ∀n 6= n0, An

可数, µ(An) = 0, 从而 µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= 1 =

∞∑
n=1

µ(An). 显然, µ 也是 σ 有限测度 (因为 µ(Ω) = 1).

在可测矩形 C := {A×B : A,B ∈ F} 上定义测度 ν : ν(A×B) = µ(A)µ(B)(请自行验证 ν 满足可列
可加性), 则根据引理 6.1.2知 C 是一个半集代数. 显然, ν 也是 σ 有限测度. 仿照测度扩张定理 (定理 3.2.7)
的证明, 在 Ω× Ω 的全体子集上定义外测度 ν∗:

∀C ⊂ Ω× Ω, ν∗(C) := inf
{

∞∑
k=1

ν(Ak ×Bk) :
∞⋃
k=1

(Ak ×Bk) ⊃ C, Ak ×Bk ∈ C, k ∈ N

}
根据测度扩张定理的证明过程, ν∗ 在 F × F = σ(C) 上是一个测度; 且因为 ν 在 C 上是 σ 有限的, 由测度
扩张定理知这样的 ν∗ 在 F × F 上是唯一的.
现说明为什么 ∆ /∈ F × F . 假设 ∆ ∈ F × F , 则由于 Ω 不可数, 易知 ν∗(∆c), ν∗(∆) = 1(用反证

法证明: 假设外测度是 0, 则由以上 ν∗ 的定义说明 ∆,∆c 可数, 与 Ω 不可数矛盾), 从而 ν∗(Ω × Ω) =

ν∗(∆) + ν∗(∆c) = 2, 与 ν∗(Ω× Ω) = µ(Ω)µ(Ω) = 1 矛盾! 因此, 只可能 ∆ /∈ F × F .
这个例子说明：尽管可测集的任意截集皆可测 (定理 6.1.6) , 反之未必成立, 即存在任意截集皆可测但

本身不可测的集合. □
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6.1.2 试问: F 1 × F 2 = F1 × F2 吗? 其中 F i, i = 1, 2 表示 Fi 对 µi 的完全化, F1 × F2 表示 F1 × F2 对
µ1 × µ2 的完全化, 这个问题对 Lebesgue 可测集说明了什么?
证明: 题目不够严谨, 需要补充的是 µ1, µ2 都是 σ 有限的.
我们先证明 F 1 ×F 2 ⊂ F1 ×F2. 我们知道 F 1 ×F 2 = σ(C), 其中 C = {A1 ×A2 : Ai ∈ F i, i = 1, 2},

而由定理 3.3.5 知 F1 ×F2 是一个 σ 代数, 故只需证明 C ⊂ F1 ×F2. 对于 A1 ×A2 ∈ C : Ai ∈ F i, i = 1, 2,
由定理 3.3.5 知存在 A′

i ∈ Fi, 以及 µi 零集 Ni, 使得 Ai = A′
i ∪Ni. 故

A1 ×A2 = (A′
1 ∪N1)× (A′

2 ∪N2) = (A′
1 ×A′

2) ∪ (A′
1 ×N2) ∪ (A′

2 ×N1) ∪ (N1 ×N2),

而 0 ·∞ = 0, 因此 A′
1 ×N2, A′

2 ×N1, N1 ×N2 都是 µ1 × µ2 零集, 且 A′
i ∈ Fi, 因此 A′

1 ×A′
2 ∈ F1 ×F2. 因

此 A1 ×A2 ∈ F1 ×F2, 于是 C ⊂ F1 ×F2. 证毕.
而 F1×F2 ⊂ F 1×F 2 不一定成立. 反例: 考虑 F1 = F2 = B, µ1 = µ2 = λ, Ω1 = Ω2 = R. 考虑 A ⊂ R

是 Lebesgue不可测集,则任取单点集 {ω0} ∈ R,有 A×{ω0} ⊂ Ω×{ω0}. 我们知道 (µ1 × µ2) (A×{ω0}) = 0,
因此 A× {ω0} ∈ F1 ×F2. 而 (A× {ω0})ω0

= A /∈ F 1, 因此这时 F1 ×F2 ⊂ F 1 ×F 2 不成立. □

6.1.3 设 X1, X2 是 n 维独立 r.v., Pi, Fi 分别是 Xi 的概率分布测度和分布函数, i = 1, 2.
(1) 试用乘积概率定理证明 X1 +X2 的概率分布测度和分布函数分别为由

P1 ∗ P2(B) :=

∫
Rn

P1(B − y)P2(dy), B ∈ Bn,

F1 ∗ F2(x) :=

∫
Rn

F1(x− y)dF2(y), x ∈ Rn,

定义的 P1 ∗ P2, F1 ∗ F2. 它们分别称为 P1,P2 及 F1, F2 的卷积.
(2) 若 Xi, i = 1, 2 还具有分布密度 pi, 则由

p1 ∗ p2(x) :=
∫
Rn

p1(x− y)p2(y)dy, x ∈ Rn

定义的 p1 ∗ p2 是 X1 +X2 的分布密度. p1 ∗ p2 也称为 p1, p2 的卷积.
(3) 试证: 一切概率分布测度 (相应地: 分布函数) 对卷积运算作成一个可交换半群.

证明: (1) 我们知道

P(X1 +X2 ∈ B) =

∫
Rn

P(X1 ∈ B − y,X2 ∈ dy) =
∫
Rn

P1(B − y)P2(dy) = P1 ∗ P2(B),

以及

FX1+X2
(x) = P(X1 +X2 ⩽ x) =

∫
Rn

P1((−∞, x− y])P2(dy) =
∫
Rn

F1(x− y)dF2(y) = F1 ∗ F2(x).

(2) 我们有
pX1+X2

(x) =
d
dx(F1 ∗ F2) =

d
dx

∫
Rn

F1(x− y)dF2(y)

=
d
dx

∫
Rn

(∫
Rn

1{z⩽x−y}p1(z)dz
)
p2(y)dy

=

∫
Rn

(
d
dx

∫
Rn

1{z⩽x−y}p1(z)dz
)
p2(y)dy

=

∫
Rn

p1(x− y)p2(y)dy.
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(3) 我们只需验证卷积运算可交换, 且满足结合律. 可交换是显然的, 这是因为 X1 +X2 和 X2 +X1 具有相
同的概率分布测度. 下面验证结合律, 我们有:

P1 ∗ (P2 ∗ P3)(B) =

∫
Rn

P1(B − y)P2 ∗ P3(dy)

=

∫
Rn

P1(B − y)

∫
Rn

P2(dy − z)P3(dz)

=

∫
Rn

∫
Rn

P1(B − y)P2(dy − z)P3(dz)

=

∫
Rn

∫
Rn

P1(B − t− z)P2(dt)P3(dz)

=

∫
Rn

P1 ∗ P2(B − z)P3(dz)

= (P1 ∗ P2) ∗ P3(B).

因此一切概率分布测度对卷积运算作成一个可交换半群. □

6.1.4 设 (Ω,F ,P) 是概率空间, f(t, ω) 作为 (t, ω) ∈ R×Ω 的函数是 B ×F 可测的, 若 ∀t ∈ R, P({ω ∈ Ω :

f(t, ω) = ∞}) = 0, 试证 λ({t ∈ R : f(t, ω) = ∞}) = 0, a.e. ω(P), 其中 λ 表示 R 上的 Lebesgue 测度.

提示: 令 A := {(t, ω) : f(t, ω) = ∞}, 考虑 (λ× P)(A).

证明: 考虑 A = {(t, ω) : f(t, ω) = ∞}, 则 P(At) = P({ω : f(t, ω) = ∞}) = 0, ∀t ∈ R. 因此

∫
Ω

λ(Aω)dP = (λ× P)(A) =
∫
R
P(At)dλ = 0.

又 λ(Aω) ⩾ 0, 由引理 5.2.3(3) 可知 λ(Aω) = 0, a.e. ω(P ). 这便是 λ({t ∈ R : f(t, ω) = ∞}) = 0, a.e..
□

6.1.5设 f 是 (Ω1 × Ω2 × · · · × Ωn,F1 ×F2 × · · · × Fn)上的 (实或复)数值可测函数,设 (i1, i2, · · · , ik, j1, j2, · · · , jn−k)
是 (1, 2, · · · , n) 的一个置换, j1 < j2 < · · · < jn−k, 试证: ∀ (ωi1 , ωi2 , · · · , ωik) ∈ Ωi1 × Ωi2 × · · · × Ωik , f 在
(ωi1 , ωi2 , · · · , ωik) 的截函数 f(ωi1 ,ωi2 ,··· ,wik)

是 Fj1 ×Fj2 × · · · × Fjn−k
可测的.

证明: 先证明 ∀A ∈
n∏
k=1

Fk, 其在 (ωi1 , ωi2 , · · · , ωik) 处的截集是
n−k∏
ℓ=1

Fjℓ 可测的.

令 C = {
n∏
k=1

Ak : Ak ∈ Fk}, Λ =

{
A ∈

n∏
k=1

Fn : A(ωi1
,ωi2

,··· ,ωik
) ∈

n−k∏
ℓ=1

Fjℓ

}
.

容易证明 C 是一个 π 系且 C ⊂ Λ ⊂ σ(C), 因此我们只需证明 Λ 是一个 λ 系. (实际上接下来直接证明
了它是 σ 代数)

显然 ∅,Ω ∈ Λ, 同时 ∀A ∈ Λ, 有 A(ωi1
,ωi2

,··· ,ωik
) ∈

n−k∏
ℓ=1

Fjℓ , 则 Ac(ωi1
,ωi2

,··· ,ωik
) = (A(ωi1

,ωi2
,··· ,ωik

))
c ∈

n−k∏
ℓ=1

Fjℓ , 故 Ac ∈ Λ.
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再考虑集合列 {An : n ∈ N} ∈ Λ, 则 (An)(ωi1 ,ωi2 ,··· ,ωik
) ∈

n−k∏
ℓ=1

Fjℓ , ∀n ⩾ 1. 于是

(
∞⋃
n=1

An

)
(ωi1

,ωi2
,··· ,ωik

)

=
∞⋃
n=1

(An)(ωi1 ,ωi2 ,··· ,ωik
) ∈

n−k∏
ℓ=1

Fjℓ .

因此
∞⋃
n=1

An ∈ Λ, 故 Λ = σ(C) =
n∏
k=1

Fk.

考虑
n∏
k=1

Fk 可测函数 f , 再任取 B ∈ B, 我们有

{(ωj1 , ωj2 , · · · , ωjn−k
) :f(ωi1 ,ωi2 ,··· ,ωik

)(ωj1 , ωj2 , · · · , ωjn−k
) ∈ B}

=({(ω1, ω2, · · · , ωn) : f(ω1, ω2, · · · , ωn) ∈ B})ωi1
,ωi2

,··· ,ωik
∈
n−k∏
ℓ=1

Fjℓ .

□

6.1.6 试证定理 6.1.16.
证明: 先证明 ∀A ∈ {A1 × A2, Ai ∈ Fi, i = 1, 2} =: C, g(ω1) :=

∫
Ω2

1A(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) 是非负的 F1

可测函数. 我们知道 λ 是 σ 有限的, 所以对 i = 1, 2 存在两两不交的 Fi 可测集序列 {Bi,n : n ∈ N} 使得

Ωi =
∞⋃
n=1

Bi,n, 且 ∀m,n ∈ N 有 sup
ω1∈B1,m

λ(ω1, B2,n) <∞. 我们有

g(ω1) =
∞∑
n=1

∫
B2,n

1A(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) =
∞∑
n=1

λ(ω1, A ∩B2,n).

我们知道 λ(ω1, A ∩B2,n) 是非负有限且 F1 可测的, 故 g 也是非负 F1 可测函数.
再令

Λ := {A ∈ F1 ×F2, ∀n ⩾ 1,

∫
B2,n

1A(ω1, ω2)λ(ω1, dω2)是F1可测的},

我们有 C ∈ Λ ∈ σ(C) = F1 × F2. 又 C 是 π 系, 所以我们只需证明 Λ 是 λ 系便可. 易得 Ω1 × Ω2 ∈ C ⊂ Λ,
下面证明其对真差封闭.
考虑 A,B ∈ Λ 且 B ⊂ A, 则∫

B2,n

1A\B(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) =

∫
B2,n

1A(ω1, ω2)λ(ω1, dω2)−
∫
B2,n

1B(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) ∈ F1.

因此 A\B ∈ Λ. 又设 {An : n ∈ N} ⊂ Λ 且 An ↑, 由单调收敛定理可知∫
B2,n

1∪∞
n=1An

(ω1, ω2)λ(ω1,dω2) =

∫
B2,n

lim
n→∞

1An
(ω1, ω2)λ(ω1,dω2) = lim

n→∞

∫
B2,n

1An
(ω1, ω2)λ(ω1,dω2) ∈ F1.

因此
∞⋃
n=1

An ∈ Λ. 故 Λ是 λ系. 因此 ∀A ∈ F1×F2,有
∫
B2,n

1A(ω1, ω2)λ(ω1,dω2) ∈ F1. 所以对于任意的简

单非负函数 f ∈ F1 ×F2, 有
∫
Ω2

f(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) ∈ F1. 再根据单调收敛定理可得对任意的非负 F1 ×F2
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可测函数 f ,
∫
Ω2

f(ω1, ω2)λ(ω1, dω2) 是非负且 F1 可测的. □

6.1.7 试证定理 6.1.17 及定理 6.1.18.
证明: 定理 6.1.17: 根据定理 6.1.16 知道 ∀f ∈ F1 ×F2 且 f ⩾ 0,

∫
Ω2

f(·, ω2)λ2(ω1, dω2) 是 F1 可测的. 故

∀B ∈ F1 × F2, λ(B) =

∫
Ω1

∫
Ω2

1B(ω1, ω2)λ2(ω1, dω2)λ1(dω1) 是有意义的. 因此我们只需证明其 σ 有限且

σ 可加.
我们知道 λ1, λ2 是 σ 有限的, 因此存在分别两两不交的集列 {Ω(n)

1 : n ∈ N} ⊂ F1, {Ω(n)
2 : n ∈ N} ⊂ F2

使得 λ1(Ω
(n)
1 ) <∞, λ2(Ω

(n)
2 ) <∞, 且

∞⋃
n=1

Ω
(n)
i = Ωi.

注意到集列 {Ω(m)
1 × Ω

(n)
2 : m,n ∈ N} 仍然是两两不交的且它们的并为 Ω1 × Ω2, 同时

λ(Ω
(m)
1 × Ω

(n)
2 ) = λ1(Ω

(m)
1 )λ2(· · · ,Ω(n)

2 ) <∞,

因此 λ 是 σ 有限的. 下面证明其 σ 可加.
设 {An : n ∈ N} ⊂ F1 × F2 且两两不交, 则 ∀ω1 ∈ Ω1, An(ω1) ∈ F2 同时 {An(ω1) : n ∈ N} 两两不交.

故

λ

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∫
Ω1

∫
Ω2

1∪∞
n=1An

(ω1, ω2)λ2(ω1, dω2)λ1(dω1)

=

∫
Ω1

λ2

(
ω1,

(
∞⋃
n=1

An

)
(ω1)

)
λ1(dω1)

=
∞∑
n=1

∫
Ω1

λ2 (ω1, An(ω1))λ1(dω1)

=
∞∑
n=1

λ(An).

因此 λ 是 σ 可加的, 故其是 σ 有限测度.
定理 6.1.18: 考虑数学归纳法. 由定理 6.1.17 可知在 F (n−1) 上存在 σ 有限测度 λ(n−1), 以及 F (n) 上

的 σ 有限测度 λ(n) 满足 ∀B(n) ∈ F (n), 有

λ(n)(B(n)) =

∫
Ω(n−1)

∫
Ωn

1B(n)((ω1, ω2, · · · , ωn−1), ωn)λn(ω1, ω2, · · · , ωn−1, dωn)λ(n−1)(d(ω1, ω2, · · · , ωn−1)),

再根据归纳假设, ∀B(n−1) ∈ F (n−1), 有

λ(n−1)(B(n−1)) =

∫
Ω1

· · ·
∫
Ωn−1

1B(n−1)(ω1, ω2, · · · , ωn−1)λn−1(ω1, ω2, · · · , ωn−2,dωn−1) · · ·λ2(ω1,dω2)λ1(dω)1,

代入便可得证. □

6.1.8 设 f(x, y) 是 [0, 1]× [0, 1] 上的非负有界可测函数, ∀B ∈ B[0, 1], 令

λ(x,B) =

∫
B

f(x, y)dy,

其中 dy 表示对 Lebesgue 测度的积分, 则 λ 是 [0, 1]× B[0, 1] 上的转移测度.
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证明: 先证明固定 B ∈ B[0, 1], g : x → λ(x,B) =

∫
B

f(x, y)dy 是 B[0, 1] 可测的. 实际上, g =∫
[0,1]

1Bf(x, y)dy, 而 1Bf(x, y) 是 B[0, 1] 可测的, 由引理 6.1.9 我们知道 g = λ(x,B) 也是 B[0, 1] 可测的.

其次, 由定理 5.3.15, 我们知道固定 x ∈ [0, 1], λ(x,B) 是测度. 因此 λ 是 [0, 1]×B[0, 1] 上的转移测度.
□

6.1.9 设 (Ωi,Fi), i = 1, 2 是可测空间, λ1 是 F1 上的 σ 有限测度, λ2 是 Ω1 ×F2 上的 σ 有限转移测度,

ν(B) :=

∫
Ω1

∫
Ω2

1B(ω1, ω2)λ2(ω1, dω2)λ1(dω1), B ∈ F1 ×F2,

A ∈ F1 ×F2, 则 ν(A) = 0 的充分必要条件是存在一个 λ1 零测集 N , 使 ∀ω1 ∈ N c, λ2(ω1, A(ω1)) = 0.
证明: 我们知道:

ν(A) =

∫
Ω1

∫
Ω2

1B(ω1, ω2)λ2(ω1, dω2)λ1(dω1)

=

∫
Ω1

λ2(ω1, A(ω1))dω1.

我们知道 λ2(ω1, A(ω1)) 是非负的, 由引理 5.2.3(3), 便得 ν(A) = 0 当且仅当 λ2(ω1, A(ω1)) = 0, λ1 -a.e. 因
此当且仅当存在一个 λ1 零测集 N , 使 ∀ω1 ∈ N c, λ2(ω1, A(ω1)) = 0. □

6.1.10 设 (Ωi,Fi) , i = 1, 2, 3 是可测空间, λ 是 Ω2 ×F3 上的 σ 有限转移测度, f 是 F1 ×F3 可测函数, 若
积分

g (ω1, ω2) :=

∫
Ω3

f (ω1, ω3)λ (ω2, dω3) , ωi ∈ Ωi, i = 1, 2,

∀ωi, i = 1, 2 存在, 则 g 是 F1 ×F2 可测的.
证明: 首先证明 ∀A = A1 × A2, A1 ∈ F1, A3 ∈ F3, g(ω1, ω2) =

∫
Ω3

1A(ω1, ω3)λ(ω2, dω3) 是 F1 × F2 可测

的. 实际上, g(ω1, ω2) = 1Aω1
(ω1)

∫
Ω3

1Aω3
(ω3)λ(ω2, dω3) = 1Aω1

(ω1)λ(ω2, A3) 是 F1 ×F2 可测的.

下面证明 ∀A ∈ F1 ×F2,
∫
Ω3

1A(ω1, ω3)λ(ω2, dω3) 也是 F1 ×F2 可测的. 考虑集类

G =

{
A ∈ F1 ×F2,

∫
B3,n

1A(ω1, ω3)λ(ω2, dω3)是F1 ×F2可测的

}
,

我们知道 λ 是 σ 有限转移测度, 故对 i = 2, 3, 存在互不相交的 F1 可测集 {Bi,n, n ∈ N}, 使 Ωi =
∞⋃
n=1

Bi,n,

且对任意的m,n ∈ N有 sup
ω2∈B3,m

λ(ω2, B3,n) <∞. 我们知道 C = {A1×A2, Ai ∈ Fi} ⊂ G,而 σ(C) = F1×F2.

我们只需证明 σ(C) = G 即可. 显然有 G ⊂ σ(C), 因此只需证明 σ(C) ⊂ G. 我们知道 C 是 π 系, 因此只需证
明 G 是 λ 系.
显然 Ω1 × Ω3 ∈ G, 下面证明 G 对真差封闭: 考虑 A,B ∈ G, B ⊂ A, 则∫

Ω3

1A\B(ω1, ω3)λ(ω2, dω3) =
∞∑
n=1

∫
B3,n

1A\B(ω1, ω3)λ(ω2, dω3)

=
∞∑
n=1

(∫
B3,n

1A(ω1, ω3)λ(ω2, dω3)−
∫
B3,n

1B(ω1, ω3)λ(ω2, dω3)

)
,
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因此 A\B ∈ G.
下面证明 G 对不降序列的并封闭. 考虑 {An, n ∈ N} ⊂ G, 且 An ↑. 我们知道 0 ⩽ 1An

(ω1, ω3) ↑
1∪nAn

(ω1, ω3), 因此由积分的单调收敛定理, 有∫
Ω3

1∪nAn
(ω1, ω3)λ(ω2, dω3) = lim

n→∞

∫
Ω3

1An
(ω1, ω3)λ(ω2, dω3),

因此
∞⋃
n=1

An ∈ G. 故 G 是 λ 系.

我们知道任意 F1 ×F3 可测函数 f(ω1, ω3), 都是某非负简单函数列的极限. 因此由单调收敛定理, 对任
意的 F1 ×F3 可测函数,

∫
Ω3

f(ω1, ω3)λ(ω2, dω3) 是 F1 ×F2 可测的. □

6.1.11 设 (Ωi,Fi) , i = 1, 2, 3, 4 是可测空间, λ1, λ2 分别是 Ω1 × F2,Ω2 × F3 上的转移概率, 则由 λ1 ◦
λ2(ω,B) :=

∫
λ2 (ω2, B)λ1 (ω, dω2) , ω ∈ Ω1, B ∈ F3 定义的 λ1 ◦ λ2 是 Ω1 × F3 上的转移概率. 若 λ3 是

Ω3 ×F4 上的转移概率, 则 (λ1 ◦ λ2) ◦ λ3 = λ1 ◦ (λ2 ◦ λ3).
证明: 我们知道, ∀B ∈ F3, 根据定理 6.1.16 可知 λ1 ◦λ2(ω,B) 是 F1 可测函数. ∀ω ∈ Ω1, 由定理 6.1.17 可
知 λ1 ◦ λ2(ω,B) 是 F3 上的测度. 我们知道 ∀ω ∈ Ω1, 有

λ1 ◦ λ2(ω,Ω3) =

∫
Ω2

λ2(ω2,Ω3)λ1(ω, dω2) =

∫
Ω2

λ1(ω, dω2) = 1,

同时 λ1 ◦ λ2(ω,∅) = 0, 因此 λ1 ◦ λ2 是 Ω1 ×F3 上的转移概率.
下面证明 λ1 ◦ (λ2 ◦ λ3) = (λ1 ◦ λ2) ◦ λ3. 考虑 ∀ω1 ∈ Ω1, B ∈ F4, 我们有

(λ1 ◦ λ2) ◦ λ3(ω,B) =

∫
Ω3

λ3(ω3, B)λ1 ◦ λ2(ω, dω3)

=

∫
Ω3

λ3(ω3, B)

∫
Ω2

λ2(ω2, dω3)λ1(ω, dω2)

=

∫
Ω2

∫
Ω3

λ3(ω3, B)λ2(ω2, dω3)λ1(ω, dω2)

=

∫
Ω2

(∫
Ω3

λ3(ω3, B)λ2(ω2, dω3)

)
λ1(ω, dω2)

=

∫
Ω2

λ2 ◦ λ3(ω2, B)λ1(ω, dω2)

= λ1 ◦ (λ2 ◦ λ3)(ω,B).

□

6.1.12 设 λi, i = 1, 2 是由转移概率矩阵 Pi 确定的 N×N,N := {A : A ⊂ N} 上的转移概率, 则 λ1 ◦ λ2 是
由 P1 · P2(矩阵 P1,P2 的乘积) 确定的.
证明: 根据习题 6.1.11, 我们知道 λ1 ◦ λ2 是 N ×N 上的转移概率. 用 pkij 来表示 Pk 中第 i 行, j 列的元
素. 则 λk(i, B) =

∑
j∈B

pkij . 其中 i ∈ N, B ⊂ N. 我们知道

λ1 ◦ λ2(i, B) =

∫
λ2(ω2, B)λ1(i, dω2) =

∑
j∈B

∑
ℓ∈N

p1ilp
2
lj ,
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而 P1 · P2 的第 i 行, j 列的元素为
∑
ℓ∈N

p1ilp
2
lj . 因此 λ1 ◦ λ2 是 P1 · P2 确定的. □

6.1.13 设 p(t;x,A), (t;x,A) ∈ [0,∞)× R3 × B3 是定义 6.1.15 所定义的, 试证:

∀t, s ∈ [0,∞), x ∈ R3, A ∈ B3,

p(t+ s;x,A) =

∫
R3

p(t;x, dy)p(s; y,A).

证明: 我们有:∫
R3

p(t;x, dy)p(s; y,A) =
∫
R3

∫
A

(2πs)−
3
2 exp

(
−(z − y)2

2s

)
(2πt)−

3
2 exp

(
−(y − x)2

2t

)
dydz

= (4π2ts)−
3
2

∫
A

∫
R3

exp
(
−(z − y)2

2s
− (y − x)2

2t

)
dydz

= (4π2ts)−
3
2

∫
A

∫
R3

exp
(
−(z − x)2

2(t+ s)
− t+ s

2ts

(
y − tz + sx

t+ s

)2
)

dydz

= (4π2ts)−
3
2

∫
A

(∫
R3

exp
(
− t+ s

2ts

(
y − tz + sx

t+ s

)2
)

dy
)
exp

(
−(z − x)2

2(t+ s)

)
dz

= (4π2ts)−
3
2

(
2πts

t+ s

) 3
2
∫
A

exp
(
−(z − x)2

2(t+ s)

)
dz

= (2π(t+ s))−
3
2

∫
A

exp
(
−(z − x)2

2(t+ s)

)
dz

= p(t+ s;x,A).

□

6.1.14 设 (Ω,F) 为可测空间, C 为 F 的子 σ 代数, 称 π(x,A), x ∈ Ω, A ∈ F 为一概率核, 若它对每一
A ∈ F , π(·, A) 为 C 可测函数, 对每一 x ∈ Ω, π(x, ·) 是 F 上的概率. 设 ν 是 F 上任一概率, 试证

νπ(·) :=
∫
π(x, ·)ν(dx)

为 F 上的概率测度.
证明: 我们知道 νπ(∅) =

∫
π(x,∅)ν(dx) = 0, 而 νπ(Ω) =

∫
π(x,Ω)ν(dx) =

∫
ν(dx) = 1.

同时, 考虑两两不交的 {An, n ∈ N} ⊂ F , 我们知道
∞∑
n=1

π(x,An) = π

(
x,

∞⋃
n=1

An

)
, 因此

νπ

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

νπ(An),

因此 νπ(·) 具有可列可加性. 因此是概率测度. □
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§ 6.2 Fubini 定理及其应用

6.2.1 应用 Fubini 定理证明：若 n ∈ N, Eξn 存在, 则

Eξn = n

∫ ∞

0

tn−1 [1− F (t)] dt− n

∫ 0

−∞
tn−1F (t) dt

.
证明: 我们有:

Eξn =

∫
R
xnF (dx)

=

∫ ∞

0

∫ x

0

ntn−1dtF (dx)−
∫ 0

−∞

∫ 0

x

ntn−1dtF (dx)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

t

ntn−1F (dx)dt−
∫ 0

−∞

∫ 0

−∞
ntn−1F (dx)dt

= n

∫ ∞

0

tn−1 [1− F (t)] dt− n

∫ 0

−∞
tn−1F (t) dt.

□

6.2.2 设 c 为固定常数, c > 0, 则 E |X| <∞ 的充要条件是
∞∑
n=1

P (|X| ⩾ cn) <∞.

特别是, 如果对于 c 的某个值上面的级数收敛, 则它对 c 的所有值也都收敛.
证明: 根据习题 6.2.1以及 E|X| <∞, 我们有

E|X| = c · E |X|
c

= c

∫ ∞

0

[1− P(|X| ⩽ ct)] dt = c

∫ ∞

0

P(|X| ⩾ ct)dt,

我们知道

1 +
∞∑
n=1

P(|X| ⩾ cn) =
∞∑
n=0

P(|X| ⩾ cn) ⩾
∞∑
n=1

∫ 1

0

P(|X| ⩾ c(n− 1 + r))dr

=

∫ ∞

0

P(|X| ⩾ ct)dt

=
∞∑
n=0

∫ 1

0

P(|X| ⩾ c(n+ r))dr ⩾
∞∑
n=1

P(|X| ⩾ cn),

因此 E |X| <∞ 的充要条件是
∞∑
n=1

P (|X| ⩾ cn) <∞.

实际上由前面的推导我们可以计算得
1

c
E|X| − 1 ⩽

∞∑
n=1

P(|X| ⩾ cn) ⩽ 1

c
E|X|, 因此对于 c 的某个值该

级数收敛, 则 ∀c, 级数同样收敛. □

6.2.3 ∀r > 0, E |X|r <∞ 的充要条件是
∞∑
n=1

nr−1P (|X| ⩾ n) <∞.
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证明: 我们知道 E|X|r = r

∫ ∞

0

tr−1P(|X| ⩾ t)dt. 若 r ⩽ 1, 则

∞∑
n=1

nr−1P(|X| ⩾ n) ⩽
∞∑
n=1

∫ n

n−1

tr−1P(|X| ⩾ t)dt = 1

r
E|X|r

=
∞∑
n=0

∫ n+1

n

tr−1P(|X| ⩾ t)dt ⩽ 1 +
∞∑
n=1

nr−1P(|X| ⩾ n)

而 r > 1 时, 有

1

2r−1

∞∑
n=1

nr−1P(|X| ⩾ n) ⩽
∞∑
n=1

(n− 1)r−1P(|X| ⩾ n) ⩽
∞∑
n=1

∫ n

n−1

tr−1P(|X| ⩾ t)dt,

以及
∞∑
n=0

∫ n+1

n

tr−1P(|X| ⩾ t)dt ⩽
∞∑
n=0

(n+ 1)r−1P(|X| ⩾ n) ⩽ 2r−1

∞∑
n=1

nr−1P(|X| ⩾ n) + 2r−1,

因此
r

2r−1

∞∑
n=0

nr−1P(|X| ⩾ n) ⩽ E|X|r ⩽ r · 2r−1

∞∑
n=0

nr−1P(|X| ⩾ n) + r · 2r−1, 当 r > 1. 因此是充要条件.

□

6.2.4 (分部积分公式) 设 gi, i = 1, 2 为 B [a, b] 上的可测函数, 而 Fi 为 [a, b] 上的分布函数, Gi(x) =∫ x

a

gi(u)dFi (u) , x ∈ [a, b], 且
∫ b

a

|gi(x)| dFi(x) <∞, i = 1, 2, 则

∫ b

a

G1(x)g2(x)dF2(x) = G1(b)G2(b)−
∫ b

a

g1(x)G2(x−)dF1(x)

其中
∫ x

a

理解为
∫
(a,x]

.

证明: 我们有 ∫ b

a

G1(x)g2(x)dF2(x) =

∫ b

a

(∫ x

a

g1(u)dF1(u)

)
g2(x)dF2(x)

=

∫ b

a

∫ b

a

1{u⩽x}g1(u)g2(x)dF1(u)dF2(x)

=

∫ b

a

∫ b

a

1{x⩾u}g2(x)g1(u)dF2(x)dF1(u)

=

∫ b

a

(∫ b

u

g2(x)dF2(x)

)
g1(u)dF1(u)

=

∫ b

a

(G2(b)−G2(u−)) g1(u)dF1(u)

= G1(b)G2(b)−
∫ b

a

g1(x)G2(x−)dF1(x).

□

6.2.5 证明推论 6.2.9.
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证明: (1) 根据定理 6.2.5, 我们有∫
A1×A2×···×An

fd(µ1 × µ2 × · · · × µn)

=

∫
Ω1×Ω2×···×Ωn

f1A1×A2×···×An
d(µ1 × µ2 × · · · × µn)

=

∫
Ωin

(
· · ·

(∫
Ωi1

f1A1×A2×···×An
(ω1, ω2, · · · , ωn)µi1(dωi1)

))
µin(dωin)

=

∫
Ain

(
· · ·

(∫
Ai1

f(ω1, ω2, · · · , ωn)µi1(dωi1)
))

µin(dωin).

其中 (i1, · · · , in) 是 (1, · · · , n) 的任意一个置换.
(2) 令 C := {A1 ×A2 × · · · × An : Ai ∈ Fi}, 则 σ(C) = F1 ×F2 × · · · × Fn. 由于 C 是 π 系, 我们只需

证明

Λ := {G ∈ F1 ×F2 × · · · × Fn : G满足推论 6.2.9(2) 的条件} = F1 ×F2 × · · · × Fn = σ(C).

根据 (1) 知道 C ∈ Λ, 易证 Λ 是 λ 系, 因此 Λ = F1 ×F2 × · · · × Fn, 证毕. □

6.2.6 试证推论 6.2.10.
证明: 根据推论 6.2.9, 有∫

A1×A2×···×An

fd(µ1 × µ2 × · · · × µn) =

∫
Ain

(
· · ·

(∫
Ai1

f(ω1, ω2, · · · , ωn)µi1(dωi1)
))

µin(dωin)

=
n∏
k=1

∫
Ak

fkdµk,

其中 (i1, · · · , in) 是 (1, · · · , n) 的任意一个置换. □

§ 6.3 无穷维乘积概率

6.3.1 证明定理 6.3.3 中定义的 PN 在 ∅ 处连续.

证明: 设存在 An ∈ C, n ∈ N, An ↓ ∅, 使得 lim
n→∞

PN(An) > 0. 假设 An ∈ F (n), 因此 An = Bn ×
∞∏

j=n+1

Ωj .

我们知道 An+1 ⊂ An, 因此 Bn+1 ⊂ Bn. 此外, ∀n > 1, PN(An) =

∫
Ω1

g(1)n (ω1)P1(dω1), 其中

g(1)n (ω1) =

∫
Ω2

P2(ω1, dω2) · · ·
∫
Ωn

1Bn(ω1, · · · , ωn)Pn(ω1, · · · , ωn−1, dωn),

我们知道 1Bn+1(ω1, · · · , ωn) ⩽ 1Bn(ω1, · · · , ωn), 因此固定 ω1, g(1)n (ω1) 单调下降至某极限, 记为 h1(ω). 由
控制收敛定理, 我们知道 ∫

Ω1

h1(ω1)P1(dω1) = lim
n→∞

PN(An) > 0,
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因此存在 ω′
1 ∈ Ω1, s.t. h1(ω′

1) > 0. 实际上, ω′
1 ∈ B1, 否则 ∀n > 1, 1Bn(ω′

1, ω2, · · · , ωn) = 0, g(1)n (ω′
1) = 0.

考虑 n > 2, 则
g(1)n (ω′

1) =

∫
Ω2

g(2)n (ω2)PN(ω
′
1, dω2),

其中
g(2)n (ω2) =

∫
Ω3

P3(ω
′
1, ω2, dω3) · · ·

∫
Ωn

.

和前文类似, 固定 ω2, 存在某极限 h2(ω2), 使得 g(2)n ↓ h2(ω2). 如上所证, 知 (ω′
1, ω

′
2) ∈ B2. 由归纳法可得点

列 {ω′
1, ω

′
2, · · · }, 其中 ω′

j ∈ Ωj , 且 (ω′
1, ω

′
2, · · · , ω′

n) ∈ Bn. 因此 (ω′
1, ω

′
2, · · · ) ∈

∞⋂
n=1

An = ∅, 矛盾! 故 PN 在

∅ 处连续. □
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第七章 不定积分与条件期望

§ 7.1 符号测度的分解

7.1.1设 φ, µ1, µ2 分别是可测空间 (Ω,F)上的符号测度和测度,且 φ = µ1−µ2,则必有 φ+ ⩽ µ1, φ
− ⩽ µ2,

其中 φ+, φ− 如定理 7.1.5 所定义 (这叫做 Hahn 分解的最小性).
证明: ∀A ∈ F , 我们有 φ+(A) = sup

B∈A∩F
φ(B) = sup

B∈A∩F
(µ1(B) − µ2(B)) ⩽ sup

B∈A∩F
µ1(B) = µ1(A). 因此

φ+ ⩽ µ1, 又 φ+ − φ− = µ1 − µ2, 故 φ− ⩽ µ2. □

7.1.2 设 φ, µ 分别是可测空间 (Ω,F) 上的有限可加集函数和有限测度. 若 ∀An : n ∈ N, 当 µ(An) → 0 时
有 φ(An) → 0, 则 φ 是符号测度.
证明: 考虑 An = ∅, ∀n ∈ N, 则 φ(∅) = lim

n→∞
µ(An) = 0.

考虑两两不交的 {Bn : n ∈ N} ⊂ F , 且
∞⋃
n=1

Bn ∈ F . 我们知道

µ

(
∞⋃
n=1

Bn\
n⋃
k=1

Bk

)
= µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
− µ

(
n⋃
k=1

Bk

)
= µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
−

n∑
k=1

µ(Bk) → 0,

因此

φ

(
B\

n⋃
k=1

Bk

)
= φ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
−

n∑
k=1

φ(Bk) → 0,

取极限便得 φ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

φ(Bn). □

7.1.3 试证定理 7.1.9 中的

F+(x) := sup
t0<···<tn
tn=x, n∈N

{
n∑
k=1

[F (tk)− F (tk−1)]
+ +

F (t0)

2

}
,

F−(x) := sup
t0<···<tn
tn=x, n∈N

{
n∑
k=1

[F (tk)− F (tk−1)]
− − F (t0)

2

}
.

其中

[b− a]+ :=

b− a, b ⩾ a,

0, b < a;
[b− a]− :=

0, b ⩾ a,

a− b, b < a.
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证明: 我们有

F+(x) =
VF + F

2

=
1

2

 sup
t0<···<tn
tn=x, n∈N

n∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|+
n∑
k=1

[F (tk)− F (tk−1)] + F (t0)


= sup

t0<···<tn
tn=x, n∈N

{
n∑
k=1

[F (tk)− F (tk−1)]
+ +

F (t0)

2

}
.

同理, F−(x) := sup
t0<···<tn
tn=x, n∈N

{
n∑
k=1

[F (tk)− F (tk−1)]
− − F (t0)

2

}
. □

7.1.4 试证下列各函数在其定义域上具有限变差 (以下设 a < b, a, b ∈ R):
(1) [a, b] 上的单调函数 F ;
(2) [a, b] 上的 Lipschitz 函数 F

(即, F : [a, b] → R, 且有一常数 K, 使 ∀x, y ∈ [a, b], |F (x)− F (y)| ⩽ K|x− y|);
(3) F 在 [a, b] 上有有界导数.

证明:

(1) 任取 [a, b] 的分割 ∆n := a = t0 < t1 < · · · < tn = b, 定义 ‖∆n‖ = sup
1⩽k⩽n

(tk − tk−1), 则

VF ([a, b]) = lim
∥∆n∥→0

n∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)| = |F (b)− F (a)| <∞.

(2) 我们知道 ∃K > 0, s.t. ∀x, y ∈ [a, b], |F (x)−F (y)| ⩽ K|x−y|,故 VF ([a, b]) ⩽ K lim
∥∆n∥→0

n∑
k=1

|tk−tk−1| =

K(b− a) <∞.

(3) 不妨设 |F ′(x)| < K, ∀x ∈ [a, b], 则根据微分中值定理有

∃ξ, |F (x)− F (y)| = |F ′(ξ)||xy| ⩽ K|x− y|.

□

7.1.5 试证有限变差函数有界, 并举一反例说明逆命题不真.
证明: 设 F 为 [a, b] 上的有界变差函数, ∀x0, x ∈ [a, b], 有 |F (x) − F (x0)| ⩽ VF ([a, b]), 于是 |F (x)| ⩽
VF ([a, b]) + |F (x0)| =M <∞.

反例: 考虑 F (x) =


sin 1

x
, x ∈

[
− 2

π
, 0

)
;

0, x = 0.

取分割 tk = − 2

πk
, 1 ⩽ k ⩽ n, tn+1 = 0. 则

n∑
k=1

|F (tk+1)− F (tk)| ⩾
n−1∑
k=1

∣∣∣∣sin(−π(k + 1)

2

)
− sin

(
−πk

2

)∣∣∣∣ = n− 1 → ∞.
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但 |F (x)| ⩽ 1, 故其有界但不是有界变差函数. □

7.1.6设 F,G是 [a, b] ⊂ R上的有限变差函数,则它们的和、差、积都是有限变差函数;若还有 inf
a<x<b

|G(x)| >

0, 则 F

G
也是有限变差函数.

证明: 对任意分割 a = t0 < t1 < · · · < tn = b, 由
n∑
k=1

|(F (tk)±G(tk))− (F (tk−1)−G(tk−1))| ⩽
n∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|+
n∑
k=1

|G(tk)−G(tk−1)|,

因此 VF±G[a, b] ⩽ VF [a, b] + VF [a, b], 故有界变差函数的和差仍为有界变差函数.
我们知道有界变差函数必然是有界的, 因此 ∃M > 0, s.t. ∀x ∈ [a.b], |F |, |G| ⩽M . 故

n∑
k=1

|F (tk)G(tk)− F (tk−1)G(tk−1)| ⩽
n∑
k=1

|F (tk)G(tk)− F (tk−1)G(tk)|+
n∑
k=1

|F (tk−1)G(tk)− F (tk−1)G(tk−1)|

⩽M

(
n∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|+
n∑
k=1

|G(tk)−G(tk−1)|

)
.

因此 VFG[a, b] ⩽M(VF [a, b] + VG[a, b]) <∞, 故有界变差函数的积也是有界变差函数.
对于 inf

a<x<b
|G(x)| > 0 时的

F

G
, 我们只需证明 1

G
也是有界变差函数即可. 我们知道 ∃K > 0, s.t.∣∣∣∣ 1G

∣∣∣∣ ⩽ K, 故

n∑
k=1

∣∣∣∣ 1

G(tk)
− 1

G(tk−1)

∣∣∣∣ = n∑
k=1

∣∣∣∣G(tk)−G(tk−1)

G(tk)G(tk−1)

∣∣∣∣ ⩽ K2

n∑
k=1

|G(tk)−G(tk−1)|,

因此 V 1
G
[a, b] ⩽ K2VG[a, b]. 因此

F

G
也是有界变差的. □

§ 7.2 Lebesgue 分解定理与 Radon-Nikodym 定理

注意: 本节各题中, 除特殊声明外, φ 表示可测空间 (Ω,F) 上的符号测度 (习题 7.2.6除外), φ = φ+ −φ− 表
示 Hahn 分解, |φ| := φ+ + φ−, µ 表示测度, A,B, · · · 均为 F 可测集.
7.2.1 若 µ(An) → 0(n → ∞), An ∈ F 时 φ(An) → 0(n → ∞), 则 φ 是 µ 连续的; 若 φ 是有限的, 则反之
亦真.
(提示: 首先, 由 φ 的 µ 连续性易知 |φ| 也是 µ 连续的, 若其逆不真, 则存在 ε > 0 与序列 An ∈ F , n ∈ N,
使得 µ(An) <

1

2n
, 而 |φ(An)| ⩾ ε, 于是 B := lim sup

n→∞
An 使得 µ(B) = 0 而 |φ|(B) ⩾ ε.)

证明: 若 A ∈ F , 且 µ(A) = 0, 则存在 {An : n ∈ N} 使得 An ↑ A 且 µ(An) → 0. 因此 φ(An) → 0, 故
φ(A) = 0, φ� µ.
假设 φ 有限时命题不真, 则 ∃ε > 0, ∀n ∈ N, ∃{An : n ∈ N} ⊂ F , s.t. µ(An) < 2−n, 且 |φ(An)| ⩾ ε. 令

B = lim sup
n→∞

An, 则

µ(B) = lim
n→∞

µ

(
∞⋃
k=n

Ak

)
⩽ lim

n→∞

∞∑
k=n

µ(An) ⩽ lim
n→∞

∞∑
k=n

2−n = 0.
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而根据 Fatou 引理, 有

|φ|(B) = |φ|(lim sup
n→∞

An) ⩾ lim sup
n→∞

|φ|(An) ⩾ lim sup
n→∞

|φ(An)| ⩾ ε.

不妨设 φ+(B) ⩾ φ(B ∩ P ) > 0, 但是 µ(B ∩ P ) ⩽ µ(B) = 0, 这与 φ� µ 矛盾. □

7.2.2 若 {φn} 是测度序列, 试证: ∀n ∈ N,

µn � µ :=
∞∑
k=1

1

2k
µk.

µn 能否换成 φn?
证明: 当 {µn} 是测度序列时, 考虑 A ∈ F 且 µ(A) = 0, 则 µn(A) ⩽ 2nµ(A) = 0.

当 µn 换成 φ(n) 时不一定成立, 反例如下:
考虑非零符号测度列 {φn} 满足 φ1 = −1

2
φ2, 以及 ∀k ⩾ 3 有 φk = 0. 则 ∀A ∈ F , φ(A) =

φ1(A) +
1

2
φ2(A) = 0, 但存在 A ∈ F 使得 φ1, φ2 不为零, 故 φ1, φ2 均不是 φ 连续的. □

7.2.3 R-N 导数的微分公式: 设 φ� ν, 且 ν, φ, φ′ � µ, 则

d(φ+ φ′)

dµ =
dφ
dµ +

dφ′

dµ µ a.e. ,

dφ
dµ =

dφ
dν

dν
dµ µ a.e. .

证明: 我们知道 ∀A ∈ F , 存在 f, f ′, g ∈ F , 使得

φ(A) =

∫
A

fdµ, φ′(A) =

∫
A

f ′dµ, ν(A) =
∫
A

gdµ,

且它们是 µ-a.e. 唯一的. 因此

(1) ∀A ∈ F , (φ+ φ′)(A) =

∫
A

fdµ+

∫
A

f ′dµ. 因此 dφ
dµ +

dφ′

dµ = d(φ+ φ′)dµ.

(2) 我们知道 ∀A ∈ F , ∃h ∈ F , s.t. φ(A) =
∫
A

hdν, 且 ν � µ. 由推论 7.2.7, 我们有

∫
A

fdµ = φ(A) =

∫
A

hdν =

∫
A

h
dν
dµ dµ,

因此 f = h
dν
dµ , a.e.. 也即

dφ
dµ =

dφ
dν

dν
dµ , a.e..

□

7.2.4 设 µ̄n :=
n∑
k=1

µk → µ̄(n → ∞), ν̄n :=
n∑
k=1

νk → ν̄(n → ∞), 其中带有附标的 µ, ν 都是有限的, µ̄, ν̄ 是

有限的, 并且 ν̄n � µ̄n, ∀n ∈ N, 则
(1) dµ1

dµ̄n
→ dµ1

dµ̄ (n→ ∞) µ̄ a.e.;

(2) 若 µ̄n � ν̄, ∀n ∈ N, 则 dµ̄n
dν̄ → dµ̄

dν̄ (n→ ∞) ν̄ a.e.;
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(3) ν̄ � µ̄ 且
dν̄n
dµ̄n

→ dν̄
dµ̄(n→ ∞) µ̄ a.e..

(提示: 关于最后一个结论应注意: 若 ∀n ∈ N, µ̄n(An) = 0, 则 µ̄(lim inf
n→∞

An) = 0, 由此可知, 只要考察
一个特别选择的

dν̄n
dµ̄n

=

n∑
k=1

fk

n∑
k=1

gk

,

其中 fk :=
dνk
dµ̄ , gk :=

dµk
dµ̄ , 而

∑
n

fn =
dν̄
dµ̄ ,

∑
n

gn = 1, µ̄.a.e. )

证明:

(1) 我们知道 µn � µ̄,由 Radon-Nikodym定理,存在 fn 使得 µn 是 fn 关于 µ̄的不定积分. 令 gn =
n∑
k=1

fn,

则 µ̄n 是 gn 关于 µ̄ 的不定积分, 且 gn 由 µ̄n 几乎唯一决定. 由 µ1 � µ̄n � µ̄ 可得
dµ1

dµ̄ =
dµ1

dµ̄n
dµ̄n
dµ̄ .

由于 µ̄n → µ̄, 因此
n∑
k=1

fk → 1. 又 dµ̄n
dµ̄ =

n∑
k=1

fk → 1, µ̄ a.e., 则 dµ1

dµ̄n
→ dµ1

dµ̄ , m̄u a.e..

(2) 类似 (1). 仅需证明 dµ̄n
dν̄ =

dµ̄n
dµ̄

dµ̄
dν̄ , 由 (1) 知 dµ̄n

dµ̄ → 1, a.e., 因此 dµ̄n
dν̄ → dµ̄

dν̄ , ν̄ a.e..

(3) 令 fk :=
dνk
dµ̄ , gk =

dµk
dµ̄ . 注意到

∞∑
n=1

fn =
dν̄
dµ̄ ,

∞∑
n=1

gn = 1, µ̄ a.e.. 因此

dν̄n
dµ̄n

=

n∑
k=1

fk

n∑
k=1

gk

→
∞∑
n=1

fn =
dν̄
dµ̄ .

□

7.2.5 试证: 要想 F 上的集函数 φ 是某一 F 可测函数 f 对 µ 的不定积分, 必须且只需 φ 为 σ 可加, 且对
于每一集 A := {a ⩽ f ⩽ b} ∩B, B ∈ F , 总有 aµ(A) ⩽ φ(A) ⩽ bµ(A).
证明: 充分性是显然的, 下面证明必要性.
先证明 φ � µ. 任取 B ∈ F 且 µ(B) = 0, ∀n ⩾ 1, 考虑 An := {|f | ⩽ n} ∩ B ↑ B, 则 0 = −nµ(An) ⩽

φ(An) ⩽ nµ(An) = 0. 因此 φ(B) = lim
n→∞

φ(An) = 0, 也即 φ� µ.

令 g =:
dφ
dµ , 我们只需证明 f = g, µ a.e.. 考虑反证法, 若不然, 则 µ({f 6= g}) > 0, 但

µ({f 6= g}) = µ

( ⋃
r1,r2∈Q

{f > r1 > r2 > g} ∪ {f < r1 < r2 < g}

)
.

因此 ∃r1, r2 ∈ Q, s.t. µ ({f > r1 > r2 > g} ∪ {f < r1 < r2 < g}) > 0. 不失一般性, 假设 µ({f > r1 > r2 >

g}) > 0, 则
r−1
1 φ({f > r1}) ⩾ µ({f > r1}) > µ({f > r1 > r2 > g}) > 0.
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但是 φ({f > r1}) ⩽ r2µ({f > r1}) < r1µ({f > r1}), 矛盾! □

7.2.6 设 f 对 µ 的积分存在, 令 φ 是 f 关于 µ 的不定积分, 试证:

φ+(A) =

∫
A

f+dµ, φ−(A) = −
∫
A

f−dµ, |φ|(A) =
∫
A

|f |dµ.

证明: 我们知道 φ 是 F 的符号测度, 由 Hahn 分解定理, 存在 φ+, φ− 使得 φ = φ+ − φ−. 我们知道,
∀A ∈ F , φ+(A) = sup

B∈A∩F
φ(B), φ−(A) = − inf

B∈A∩F
φ(B). 记 µ1 =

∫
A

f+dµ, µ2 =

∫
A

f−dµ, 则 φ = µ1−µ2.

根据习题 7.1.1, 我们知道 φ+ ⩽ µ1, φ− ⩽ µ2.
∀A ∈ F , 我们有

µ1 =

∫
A∩{f⩾0}

fdµ ⩽ sup
B∈A∩F

∫
B

fdµ = φ+(A),

以及
µ2 = −

∫
A∩{f<0}

fdµ ⩽ − inf
B∈A∩F

∫
B

fdµ = φ−(A).

因此 φ+(A) = µ1 =

∫
A

f+dµ, φ−(A) = µ2 =

∫
A

f−dµ, |φ|(A) =
∫
A

|f |dµ. □

7.2.7 设 f 为 F 可测函数, 且使得下式右边有意义, 则定义∫
fdφ :=

∫
fdφ+ −

∫
fdφ−

称为 f 对 φ 的积分. 试证: 这种积分具有可测函数对测度的积分的主要性质.
证明: 线性性质是易证的. 我们在此仅证明控制收敛定理. 也即考虑可测函数列 {fn : n ∈ N} 以及可积函
数 g, h, 当 g ⩽ fn ⩽ h a.e., 且 fn → f , a.e. 时, 有

∫
fndφ =

∫
fdφ. 实际上根据定理 5.4.3 可得

lim
n→∞

∫
fndφ+ →

∫
fdφ+, lim

n→∞

∫
fndφ− →

∫
fdφ−.

因为 g, h 均可积, 所以
∫
g dφ+,

∫
gφ−,

∫
hdφ+,

∫
hφ− 均有限, 因此

∫
f dφ+,

∫
fφ− 均有限, 故∫

fndφ→
∫
fdφ. □

7.2.8 集代数 A 上的 σ 可加集函数 φ 可以扩张为 σ(A ) 上的符号测度的充分与必要条件是 φ 有下界或有
上界. 若 φ 是 σ 有限测度, 则扩张唯一且扩张所得的测度是 σ 有限的.
证明: 必要性显然, 下面证明充分性. 由定理 7.1.6, 我们知道 φ 存在 Hahn 分解: φ = φ+ −φ−, 且 φ+, φ−

均为测度. 再根据测度扩张定理可知, φ+, φ− 可以扩张为 σ(A ) 上的测度 φ′+, φ′−, 而其中任一个在 A 上
有界则 φ 在 A 上有上界或下界. 又 φ′ = φ′+ − φ′− 在 σ(A ) 上成立且为符号测度, 故 φ′ 是 φ 的扩张. 后
一结论由测度扩张定理即得. □

7.2.9 若 µ 不是 σ 有限的, 则即使 φ 有限, Radon-Nikodym 定理也不一定成立.
(提示: 考虑反例: Ω = [0, 1], F = {A : A ⊂ [0, 1], A或Ac可数} , µ(A) = |A|(A的元数),

φ(A) :=

0, A 可数,

1, Ac 可数.
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)
证明: 根据习题 3.1.9, 我们知道不可数集的至多可数子集和它们的余集作成一个 σ 代数. 考虑 Ω =

[0, 1], F = {A : A ⊂ [0, 1], A或Ac可数} , µ(A) = |A|(A的元数), φ(A) =

0, A 可数,

1, Ac 可数.
. 显然 µ 不是 σ

有限的, 而 φ 是有限的. 假设存在有限函数 f ∈ F 使得 φ(A) =

∫
A

fdµ, 则 ∀x ∈ Ω, 有

0 = φ({x}) =
∫
{x}

fdµ = f(x).

因此 f(x) = 0. 但考虑 A = Ω\Q, 则 1 = φ(A) 6=
∫
A

f dµ = 0, 矛盾! 因此不存在这样的函数 f , Radon-

Nikodym 定理在这种情况下不成立. □

§ 7.3 条件期望的概念

7.3.1 设随机变量 X ∼ P(λ)(意指 X 服从参数为 λ 的 Poisson 分布), 随机变量 Y 在给定 X = n 下的条
件分布为

P(Y = m|X = n) = Cmn p
m(1− p)n−m, m = 0, 1, · · · , n.

试证: Y ∼ P(pλ).
证明: 我们有

P(Y = m) =
∞∑
n=m

P(Y = m|X = n)P(X = n)

=
∞∑
n=m

Cmn p
m(1− p)n−m

λn

n!
e−λ

=
∞∑
n=m

pm(1− p)n−mλne−λ
m!(n−m)!

=
∞∑
k=0

λmpm

m!

[λ(1− p)]k

k!
e−λ

=
(pλ)m

m!
e−pλ.

因此 Y ∼ P(pλ). □

7.3.2 用户在单位时间内向电话局要求通话的总时间的平均值称为该电话局的话务量. 设单位时间内用户
向电话局呼唤的次数 N ∼ P(λ)(表示 N 服从参数为 λ 的 Poisson 分布), 而每一用户的通话时间 Xk ∼

E (β)(表示 Xk 服从参数为 β 的指数分布), k ∈ N, 则该电话局的话务量是 λ

β
.

证明: 实际上话务量可以表示为 E

[
N∑
k=1

Xk

]
, 由例 7.3.7 可知 E

[
N∑
k=1

Xk

]
= ENEX1 =

λ

β
. □
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7.3.3 设二维随机变量 (X,Y ) 具有概率分布函数 p(x, y), 且 X 是可积随机变量, 则 E[X |X + Y = z] 可由
下式给出: ∫

xp(x, z − x)dx∫
p(x, z − x)dx

.

证明: 令 Y1 = X + Y , 则

P(X ⩽ t1, Y1 ⩽ t2) = P(X ⩽ t1, Y ⩽ t2 −X) =

∫
(−∞,t1]

∫
(−∞,t2−x]

p(x, y)dydx,

则 (X,Y1) 的概率分布密度为 p1(x, y1) :=
∂2

∂t1∂t2
P(X ⩽ t1, Y1 ⩽ t2) = p(x, t2 − x). 于是 E[X |X + Y =

z] = E[X |Y1 = z]. 我们知道存在 g(y1) ∈ B, 使得 E[X |Y1] = g(Y1), a.e., 则

∀B ∈ B,

∫
Y −1
1 (B)

XdP =

∫
Y −1
1 (B)

g(Y1)dP.

我们有 ∫
Y1∈B

g(Y1)dP =

∫
Ω

g(Y1)1B(Y1)dP

=

∫
R2

g(y1)1B(y1)p1(x, y1)dxdy1

=

∫
B

g(y1)

(∫
R
p1(x, y1)dx

)
dy1,

同时 ∫
Y1∈B

XdP =

∫
Ω

X1B(Y1)dP

=

∫
R2

x1B(y1)p1(x, y1)dxdy1

=

∫
B

(
x

∫
R
p1(x, y1)dx

)
dy1.

因此 g(y1) =

∫
R
xp1(x, y1)dx∫

R
p1(x, y1)dx

, 故 E[X |X + Y = z] =

∫
xp(x, z − x)dx∫
p(x, z − x)dx

. □

7.3.4 设二维随机变量 (X,Y ) 的概率分布函数

p(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2

σ2
1

− 2ρ
xy

σ1σ2
+
y2

σ2
2

)}
,

其中 σ1 > 0, σ2 > 0, ρ ∈ (0, 1), 试求 E[Y |X = x].
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证明: 类似例 7.3.8 即有

E[Y |X = x] =

∫
R
yp(x, y)dy∫

R
p(x, y)dx

=

∫
R
y

1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2

σ2
1

− 2ρ
xy

σ1σ2
+
y2

σ2
2

)}
dy∫

R

1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2

σ2
1

− 2ρ
xy

σ1σ2
+
y2

σ2
2

)}
dy

=

∫
R

y

2π
√
1− ρ2σ1σ2

exp
{

1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2

− x2

2σ2
1(1− ρ2)

}
dy

∫
R

1

2π
√
1− ρ2σ1σ2

exp
{

1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2

− x2

2σ2
1(1− ρ2)

}
dy

=

∫
R
y exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy

∫
R
exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy
.

令
∫
R
exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy = I, 则

∫
R
y exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy = σ2

∫
R

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)
exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy − σ2ρx

σ1
I.

注意到 ∫
R

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)
exp

{
1

2(1− ρ2)

(
y

σ2
− ρ

x

σ1

)2
}

dy = 0,

因此 E[Y |X = x] =
σ2
σ1
ρx. □

§ 7.4 条件期望的性质

7.4.1 在条件期望的控制收敛性 (IV) 中, 其他条件均成立, 将 Xn → X, P a.e. 换成 Xn
P−→ X, 结果如何？

证明: 见课本推论 8.2.6. □

7.4.2 (1) 若 C, C′ 是 F 的子 σ 代数, C ⊂ C′ 且 X ′ 是 C′ 可测的, EXX ′,EX 有限, 则

E[XX ′ |C] = E[X ′E[X |C′]|C], PC a.e..

(2) 若 (1) 成立, 则定理 7.4.3 及定理 7.4.5 成立.
证明: (1) 我们只需证明: ∀A ∈ C ⊂ C′,

∫
A

E[XX ′ |C]dP =

∫
A

X ′E[X |C′]dP. 也即

∀A ∈ C ⊂ C′,

∫
A

XX ′dP =

∫
A

X ′E[X |C′]dP.
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(a) 当 X ′ 为示性函数, X ′ = 1B, B ∈ C′, 则∫
A

XX ′dP =

∫
A∩B

XdP =

∫
A∩B

E[X |C′]dP =

∫
A

X ′E[X |C′]dP.

(b) 当 X ′ 为非负简单函数 X ′ =
∞∑
n=1

an1An
, An ∈ C′. 利用积分的线性性质可得此时成立.

(c) 当 X ′ 为非负可测函数, 由单调收敛定理, 存在非负简单函数列 {X ′
n}, 0 ⩽ X ′

n ↑ X ′, 且∫
A

XX ′dP = lim
n→∞

∫
A

XX ′
ndP = lim

n→∞

∫
A

X ′
nE[X |C′]dP =

∫
A

X ′E[X |C′],

因此对非负可测的 X ′ 也成立.

(d) 当 X ′ 为一般的可测函数, 可将其拆分为正部和负部 X ′+ 和 X ′−, 它们分别是非负可测函数, 则∫
A

XX ′dP =

∫
A

(XX ′+ −XX ′−)dP =

∫
A

(X ′+ −X ′−)E[X |C′]dP =

∫
A

X ′E[X |C′]dP,

故此时成立.

综上, 对任意的 X ′ ∈ C′, 都有 E[XX ′ |C] = E[X ′E[X |C′]|C], PC a.e..
(2) 令 C = C′ 便是 E[XX ′ |C] = E[X ′E[X |C]|C] = X ′E[X |C], 这便是定理 7.4.3.
令 X ′ = 1, 有 E[X |C] = E[E[X |C′]|C], 则 ∀B ∈ C ⊂ C′, 有∫

B

E[E[X |C′]|C]dP =

∫
B

E[X |C′]dP =

∫
B

XdP =

∫
B

E[X |C]dP =

∫
B

E[E[X |C]|C′]dP.

这便是定理 7.4.5. □

7.4.3 设 Fn, n ∈ N 是 F 的子 σ 代数列, 且 Fn ↑, Xn 是 Fn 可测的, n ∈ N. 若 ∀n,m(m > n), 有

E[Xm |Fn] = Xn, a.e. (*)

则称 {Xn : n ∈ N} 为一 Fn 鞅 (若将 (*) 式中 = Xn 换为 ⩾ Xn 或者 ⩽ Xn, 则对应称为 Fn 下鞅、Fn 上
鞅). σ(X1, · · · , Xn) 鞅 (下鞅, 上鞅) 简称为鞅 (相应地: 下鞅, 上鞅). 试证明:

(1) {Xn : n ∈ N} 为 Fn 鞅 (相应地: 下鞅, 上鞅) 的充分与必要条件是

E[Xn+1 |Fn] = Xn (相应地: ⩾ Xn,⩽ Xn)

(2) 设 Yn, n ∈ N 为独立随机变量序列, 若 ∀n ∈ N, EYn = 0(相应地: ⩾ 0,⩽ 0), 则 {Xn :=
n∑
k=1

Yk : n ∈

N} 为鞅 (相应地: 下鞅, 上鞅)
证明: (1) 必要性显然. 下面证明充分性, 我们采用归纳法证明:

∀m > n,E[Xn+1 |Fn] = Xn a.e. =⇒ E[Xm |Fn] = Xn a.e..

当 m = n+ 1 时显然成立. 考虑对某个 m > n, E[Xm |Fn] = Xn, 则

E[Xm+1 |Fn] = E[[Xm+1 |Fm]|Fn] = E[Xm |Fn] = Xn a.e..
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因此 ∀m > n, E[Xm |Fn] = Xn, a.e. 当 {Xn, n ∈ N} 为 Fn 上鞅, 下鞅时可以仿照上述过程, 并根据条件期
望的单调性立得.

(2) 我们知道,

E[Xn+1 |σ(X1, · · · , Xn)] = E

[
n∑
k=1

Yk + Yn+1

∣∣∣∣∣ σ(Y1, · · · , Yn)

]

=
n∑
k=1

Yk + E[Yn+1 |σ(Y1, · · · , Yn)]

=
n∑
k=1

Yk = Xn.

因此 {Xn} 为鞅. 上鞅, 下鞅的情况类似. □

7.4.4 随机变量序列 {Xn : n ∈ Z+} 称为马尔可夫过程, 如果 ∀n ∈ Z+, B ∈ B, 有

(1) P(Xn+1 ∈ B |X1, X2, · · · , Xn) = P(Xn+1 ∈ B |Xn) a.e.

试证: (1) 与下列命题等价 (都是指对任何 n ∈ Z+ 而言)

(2) E[Y |X1, X2, · · · , Xn] = E[Y |Xn], ∀Y ∈ σ(Xn+1)

(3) E[Y1Y2 · · ·Ym |X1, X2, · · · , Xn] = E[Y1Y2 · · ·Ym |Xn], ∀Yk ∈ σ(Xn+k), k = 1, 2, · · ·m

(4) E[Y |X1, X2, · · · , Xn] = E[Y |Xn], ∀Y ∈ σ({Xm : m > n})

(5) P(FB |Xn) = P(F |Xn)P(B |Xn), ∀B ∈ σ(X1, X2, · · · , Xn), F ∈ σ({Xm : m > n})

证明: 我们将证明 (1)=⇒(2)=⇒(3)=⇒(4)=⇒(5)=⇒(1).

(1)=⇒(2): 由于 Y ∈ σ(Xn+1), 因此存在 f ∈ B 使得 Y = f(Xn+1). 因此只需由 (1) 推出

∀f ∈ B,E[f(Xn+1)|X1, · · · , Xn] = E[f(Xn+1)|Xn].

(i) 当 f 是示性函数 f = 1B, B ∈ B, 由 (1) 知此时成立;

(ii) 当 f 是任意非负简单函数, 根据条件期望的线性性质知此时成立;

(iii) 当 f 是任意非负可测函数, 根据条件期望的单调收敛定理, 存在非负简单函数列 {fn : n ∈ N} 使得
fn ↑ f . 于是有

E[f(Xn+1)|X1, · · · , Xn] = lim
k→∞

E[fk(Xn+1)|X1, · · · , Xn]

= lim
k→∞

E[fk(Xn+1)|Xn] = E[f(Xn+1)|Xn].

因此此时也成立;

(iv) 对于一般可测函数 f , 可将其分解为正部和负部. 利用 (iii) 和条件期望的线性性质可知此时也成立.
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(2)=⇒(3): 采用归纳法证明. 显然对 m = 1, (3) 成立. 假设对某个 m ∈ N, (3) 成立, 则:

E[Y1 · · ·YmYm+1 |X1, · · · , Xn] = E[E[Y1 · · ·Ym+1 |X1, · · · , Xn+m]|X1, · · · , Xn]

= E[Y1 · · ·YmE[Ym+1 |X1 · · · , Xn+m]|X1, · · · , Xn]

= E[Y1 · · ·YmE[Ym+1 |Xn+m]|X1, · · · , Xn]

= E[Y1 · · ·YmE[Ym+1 |Xn+m]|Xn]

= E[E[Y1 · · ·YmYm+1 |Xn+m]|Xn]

= E[Y1 · · ·YmYm+1 |Xn].

(3)=⇒(4): 先证明
∀A ∈ σ({Xm : m > n}), E[1A |X1, · · · , Xn] = E[1A |Xn].

考虑集类
Λ := {A ∈ σ({Xm,m > n}),E[1A |X1, · · · , Xn] = E[1A |Xn]}

以及

A :=

{
k⋂
i=1

{Xn+i ∈ Ci}, Ci ∈ B

}
,

则 A 对交封闭, 是 π 系. 我们知道 ∀Ci ∈ B, C :=
k⋂
i=1

{Xn+i ∈ Ci} ∈ σ({Xm,m > n}). 我们知道

1C = 1C1
(Xn+1)1C2

(Xn+2) · · ·1Ck
(Xn+k),

且 1Ci
(Xn+i) ∈ σ(Xn+i), 根据 (3) 有 E[1C |X1, · · · , Xn] = E[1C |Xn], 因此 A ⊂ Λ.
下面证明 Λ 是 λ 系. 显然 Ω ∈ Λ, 考虑 A1, A2 ∈ Λ, A2 ⊂ A1, 则

E[1A1\A2
|X1, · · · , Xn] = E[1A1

|X1, · · · , Xn]− E[1A2
|X1, · · · , Xn]

= E[1A1
|Xn]− E[1A2

|Xn] = E[1A1\A2
|Xn].

因此 A1\A2 ∈ Λ. 考虑不降序列 {Ak : k ∈ N}, Ak ↑, 则 1Ak
↑ − lim

n→∞
1Ak

, 由单调收敛定理有

E[ lim
k→∞

1Ak
|X1, · · · , Xn] = lim

k→∞
E[1Ak

|X1, · · · , Xn] = lim
k→∞

E[1Ak
|Xn] = E[ lim

k→∞
1Ak

|Xn].

因此 Λ 对不降序列的并封闭, Λ 是 λ 系, 又 A ⊂ Λ, 故 Λ 是 σ 代数. 因此

σ({Xm,m > n}) = σ(A ) ⊂ Λ ⊂ σ({Xm,m > n}).

故 Λ = σ({Xm,m > n}), ∀A ∈ σ({Xm,m > n}), E[1A |X1, · · · , Xn] = E[1A |Xn]}. 与 (1)=⇒(2) 的证明同
理可得

∀Y ∈ σ({Xm,m > n}),E[Y |X1, · · · , Xn] = E[Y |Xn]}.

(4)=⇒(5): 我们有
P(F ∩B |Xn) = E[P(F ∩B |X1, · · · , Xn)|Xn]

= E[1BP(F |X1, · · · , Xn)|Xn]

= E[1BP(F |Xn)|Xn]

= P(F |Xn)E[1B |Xn]

= P(F |Xn)P(B |Xn).
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(5)=⇒(1): 令 F = {Xn+1 ∈ An+1}, B = {Xℓ ∈ Aℓ, 1 ⩽ ℓ ⩽ n}, 则

P({Xℓ ∈ Aℓ, 1 ⩽ ℓ ⩽ n} ∩ {Xn+1 ∈ An+1}|Xn) = P(Xℓ ∈ Aℓ, 1 ⩽ ℓ ⩽ n|Xn)P(Xn+1 ∈ An+1 |Xn),

得到

P(Xn+1 ∈ An+1 |X1, · · · , Xn) = P(Xn+1 ∈ An+1 |Xn).

证毕. □

7.4.5 设 C ⊂ F 且随机变量 X,Y 满足 E[Y 2 |C] = X2 a.e., E[Y |C] = X a.e., 则 X = Y a.e..
证明: 我们知道 X,X2 ∈ C, a.e., 于是

E[(X − Y )2 |C] = E[X2 − 2XY + Y 2 |C]

= E[Y 2 |C] + E[X2 |C]− 2E[XY |C]

= E[Y 2 |C] + E[X2 |C]− 2XE[X |C]

= X2 +X2 − 2X2 = 0. a.e..

因此 X = Y a.e.. □

§ 7.5 条件概率分布

7.5.1 设 XT 是 (Ω,F ,P) 到 (Rn,BT ) 上的可测映射, C 是 F 的子 σ 代数, 则 PC(ω,B) ((ω,B) ∈ Ω×BT )

是 XT 在 C 下的条件概率分布的充分必要条件是下述二条件同时成立:
(1) PC(ω,B) 是 (Ω, C) 到 (RT ,BT ) 的转移概率;
(2) ∀BT ∈ BT , C ∈ C, ∫

C

PC( · , BT )dP = P(C ∩ {XT ∈ BT }).

证明: 必要性: 如果 PC(ω,B) 是 XT 在 C 之下的条件概率分布, 则:
(1): 固定 B ∈ BT , PC(ω,B) ∈ C; 固定 ω, PC(ω, •) 是 (Ω, C) 上的概率分布.
(2): 由条件期望的定义可以知道, ∀C ∈ C, 我们有

P(C ∩ {XT ∈ B}) =
∫
C

1XT∈BdP =

∫
C

PC(•, BT )P(dω).

因此
∫
C

PC( · , BT )dP = P(C ∩ {XT ∈ BT }).

充分性: 由 (1) 知, 对任意固定的 BT ∈ BT , PC(ω,B) ∈ C, 且∫
C

1{XT∈B}dP = P(C ∩ {XT ∈ B}) =
∫
C

PC(•, BT )P(dω),

由条件期望的定义可得 P(XT ∈ BT |C) = PC(ω,B), 再由定义 7.5.4 可知 PC(ω,B) 为 XT 在 C 上的条件概
率分布. □
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7.5.2 设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是 (Rn,Bn,P) 上的样本函数, 具有 n 维正态分布 N(0, D); 令 Y (x) =

xD−1x′, x ∈ Rn, 试求 X 在 σ(Y ) 之下的条件概率分布.
证明: (by 229) 设 D := O⊤ diag{λ1, · · · , λn}O, 以及 Qn := diag{

√
λ1, · · · ,

√
λn}. 则 D = O⊤Q⊤

nQnO. 我
们知道 X ∼ N(0, D), 故 W := XO⊤(Q−1

n )⊤ ∼ N(0, In). 又 D⊤ = O⊤(Q−1
n )⊤Q−1

n O, 故 Y := XD−1X =

WW⊤ ∼ χ2(n).
实际上, ∀A ∈ Bn, 有

P (X ∈ A|Y = y) = P

(
WQnO ∈ A|

n∑
i=1

w2
i = y

)
= P

(
WQn ∈ A|

n∑
i=1

w2
i = y

)

= P

(
W ∈ AQ−1

n |
n∑
i=1

w2
i = y

)
.

考虑变换 wn =
√
T cos θn sin θn−1 · · · sin θ1. 则 (T, θ1, · · · , θn−1) 的联合密度函数为

f(T, θ1, · · · , θn−1) =
1

(2π)n/2
e− 1

2TT
n
2 −1 sinn−2 θ1 · · · sin θn−2.

同时 (θ1, · · · , θn−1 |T ) 的条件密度函数为

f(θ1, · · · , θn−1 |T ) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

sinn−2 θ1 · · · sin θn−2.

因此

P(ω,A) := P(X ∈ A|Y = Y (ω)) = P

(
W⊤ ∈ AQ−1

n |
n∑
i=1

w2
i = Y (ω)

)
=

Γ
(
n
2

)
π

n
2

Θ(F (A,ω)).

其中 Θ 是球面测度, 也即 dΘ = sinn−1 θ1 · · · sin θn−2dθ1 · · · dθn−1. 同时

F (A,ω) =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣( x1√
λ1

, · · · , xn√
λn

)
∈ A, |x|2 = Y (ω)

}
.

对 Rn 作仿射变换 T : yi =
xi√
λi

, 1 ⩽ i ⩽ n, 则

T (F ) =

{
y ∈ Rn

∣∣∣∣∣y ∈ A,
n∑
i=1

y2i λi = Y (ω)

}
.

同时此映射将 n 维球面映射到 Γ(ω) :=

{
y ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiy
2
i = Y (ω)

}
, 则

P(ω,A) =
H(A ∩ Γ(ω))

H(Γ(ω))
.

其中 H 是球面测度仿射后得到的椭球面测度. 因此 X 在 σ(Y ) 下的条件概率分布是椭球面 Γ(ω) 上的均匀
分布. □

7.5.3 称随机变量序列 Xn, n ∈ N 为一马尔可夫序列, 如果对任意 B ∈ B, (x1, x2, · · · , xn−1) ∈ Rn−1, n =

2, 3, · · · , 有

P(Xn ∈ B |X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn−1 = xn−1) = P(Xn ∈ B |Xn−1 = xn−1), a.e..
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若给定一组转移概率序列

P1(B1), B1 ∈ B,

Pn(xn−1, Bn), Bn ∈ B, xn−1 ∈ R, n = 2, 3, · · ·

则有一定义在概率空间 (RN,BN,PN) 上的马尔科夫序列 {Xn, n ∈ N} 使得 Xn 在 Xn−1 之下的条件概率

PN(Xn ∈ B |Xn−1 = xn−1) = Pn(xn−1, B) a.e.,

B ∈ B, xn−1 ∈ R, n = 2, 3, · · · ;

而 PN(X1 ∈ B) = P1(B), B ∈ B.
(提示: 将此处的 Pn(xn−1, Bn) 看成是定理 7.5.15 证明中的 Pn(x1, x2, · · · , xn−1, Bn).)
证明: 定义

P (x1, x2, · · · , xn−1, B) = Pn(xn−1, B),

我们知道 Pn(xn−1, B)是 (R,B)到 (R,B)的转移概率, 因此 P (x1, x2, · · · , xn−1, B)是从 (Rn−1,Bn−1)到
(R,B) 的转移概率. 由 Tulcea 定理, 存在 (RN,BN) 上的概率测度 PN, 使得对任意的 Bn ∈ Bn, 有

PN (Bn × RN\{1,2,··· ,n}) = ∫ · · ·
∫
Bn

Pn(xn−1, dxn) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1).

因此 ∀f ∈ Bn, 有∫
f(x1, · · · , xn)dPN =

∫
· · ·
∫
Rn

f(x1, · · · , xn)Pn(xn−1, dxn) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1).

考虑 (RN,BN) 上的随机变量 X = (X1, X2, · · · , Xn, · · · ). 对任意的 A ∈ B, 有∫
X−1

n−1(A)

1X−1
n (B)dPN =

∫
· · ·
∫
X−1

n−1(A)∩X−1
n (B)

Pn(xn−1, dxn) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1)

=

∫
· · ·
∫
X−1

n−1(A)

Pn(xn−1, B) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1)

= · · ·

=

∫
X−1

n−1(A)

Pn(xn−1, B)dPN,

又 Pn(xn−1, B) 关于 (R,B) 可测, 于是 PN(Xn ∈ B |Xn−1 = xn−1) = Pn(xn−1, B), a.e..
又对任意的 A1, · · · , An−1 ∈ B, 有∫

∩n−1
i=1 X

−1
i (Ai)

1X−1
n (B)dPN =

∫
· · ·
∫
(∩n−1

i=1 X
−1
i (Ai))∩X−1

n (B)

Pn(xn−1, dxn) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1)

=

∫
∩n−1

i=1 X
−1
i (Ai)

Pn(xn−1, B)Pn−1(xn−2, dxn−1) · · ·P2(x1, dx2)P1(dx1)

=

∫
∩n−1

i=1 X
−1
i (Ai)

Pn(Xn−1, B)dPN,

又 Pn(xn−1, B) 关于 (R,B) 可测, 于是

P(Xn ∈ B |X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn−1 = xn−1) = P(Xn ∈ B |Xn−1 = xn−1), a.e..

其初始分布为 PN(X1 ∈ B) =

∫
X−1

1 (B)

P1(dx1) = P1(B). □
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第八章 收敛概念

§ 8.1 几乎处处收敛

8.1.1 证明引理 8.1.6.

(提示: 证明 ∀ε > 0, ∃n0, s.t.∀n ⩾ n0,
∞∑
k=n

δk < ε且∀ν ⩾ 1, {d (fn+ν , fn) ⩾ ε} ⊂
∞⋃
k=n

{d (fk+1, fk) ⩾ δk}.)

证明: 由
∞∑
k=1

δk <∞ 知 lim
n→∞

∞∑
k=n

δk = 0, 从而 ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, s.t.∀n ⩾ n0,
∞∑
k=n

δk < ε, 从而

∀n ⩾ n0, ∀ν ∈ N, {d(fn+ν , fn) ⩾ ε} ⊂
∞⋃
k=n

{d(fk+1, fk) ⩾ δk}

(这是因为 ∀ν ∈ N,
∞⋂
k=n

{d(fk+1, fk) < δk} ⊂ {d(fn+ν , fn) < ε}, 即, 如果 ∀k ⩾ n, d(fk+1, fk) < δk, 则

d(fn+ν , fn)
距离的三角不等式

⩽
n+ν−1∑
k=n

d(fk+1, fk) <
n+ν−1∑
k=n

δk <
∞∑
k=n

δk < ε, ∀ν ∈ N

), 从而 ∀n ⩾ n0,
∞⋃
ν=1

{d(fn+ν , fn) ⩾ ε} ⊂
∞⋃
k=n

{d(fk+1, fk) ⩾ δk}

=⇒µ

(
∞⋃
ν=1

{d(fn+ν , fn) ⩾ ε}

)
⩽ µ

(
∞⋃
k=n

{d(fk+1, fk) ⩾ δk}

)
⩽

∞∑
k=n

µ{d(fk+1, fk) ⩾ δk}

又, 有前提
∞∑
n=1

µ{d(fn+1, fn) ⩾ δn} <∞, 则 lim
n→∞

∞∑
k=n

µ{d(fk+1, fk) ⩾ δk} = 0, 从而

∀ε > 0, µ

(
∞⋃
ν=1

{d(fn+ν , fn) ⩾ ε}

)
→ 0 (n→ ∞)

即定理 8.1.3 中 (4) 式成立, 由定理 8.1.3 知 fn, n ∈ N a.e. 相互收敛. □

8.1.2 若 (Ω,F , µ) 为测度空间, µ 有限, {Bn, n ∈ N} ⊂ F , 且 ∃δ > 0, s.t.∀n ∈ N, µ (Bn) ⩾ δ, 试证在 Ω 中
至少存在一个点 ω 属于无穷多个 Bn.
证明: 由 µ 具有上方连续性质 (定理 3.3.2) 及 µ 有限知

µ

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Bk

)
= lim

n→∞
µ

(
∞⋃
k=n

Bk

)
⩾ lim

n→∞
µ (Bn)

∀n, µ(Bn)⩾δ
⩾ δ > 0
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从而
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Bk 6= ∅, 即 ∃ω ∈ Ω, s.t.∀n ⩾ 1, ∃k ⩾ n, s.t.ω ∈ Bk, 即 Ω 中至少存在一个点 ω 属于无穷多

个 Bn. (或, 即 lim sup
n→∞

Bn 6= ∅, 由定义 1.1.6 中集合序列上极限的定义即得证.) □

8.1.3 概率空间 (Ω,F , µ) 上的随机变量列 Xn
a.e.−−→ X 有限, 试证: ∀ε > 0, ∃M (ε) > 0, s.t.

P

{
sup
n

|Xn| ⩽M(ε)

}
⩾ 1− ε.

注：教材在定义 4.1.1 中约定: 当我们只说 X 是一个“随机变量”时, 默认 X 只能取有限实值.

证明: 由 Xn
a.e.−−→ X 及 Egorov 定理 (8.1.7) 知

∀ε > 0, ∃Aε ∈ F , s.t.P (Acε) <
ε

2
且 sup

ω∈Aε

d(Xn(ω), X(ω)) → 0 (n→ ∞)

即在 Aε 上一致收敛, 从而由 X 有限知对于每一点 ω ∈ Aε, sup
n

|Xn(ω)| <∞, 这是因为由
sup
ω∈Aε

d(Xn(ω), X(ω)) → 0 (n→ ∞) 可知

∃N ∈ N, s.t.∀n ⩾ N, sup
ω∈Aε

d(Xn(ω), X(ω)) < ε

=⇒ n ⩾ N时 ∀ω ∈ Aε, |Xn(ω)| − |X(ω)| ⩽ |Xn(ω)−X(ω)| < ε,

即 |Xn(ω)| ⩽ |X(ω)|+ ε

=⇒ ∀n ∈ N, ∀ω ∈ Aε, |Xn(ω)| ⩽ max {|X1(ω)| , |X2(ω)| , · · · , |XN−1(ω)| , |X(ω)|+ ε} <∞

记 M(ε, ω) := max {|X1(ω)| , |X2(ω)| , · · · , |XN−1(ω)| , |X(ω)|+ ε}, 则此时我们已经证明

∀ω ∈ Aε, sup
n

|Xn(ω)| ⩽M(ε, ω)

但题目要找的 M(ε) 与 ω 无关, 因此我们还需要证明 X1, X2, · · · , XN−1, X 均关于 ω 具有一致有界性, 或
者说是几乎一致有界的.
事实上, 有如下断言成立: 若测度有限, 则对于取有限实值的可测函数而言, 它必然几乎一致有界. 该断

言的意义可以参考证明后的附注帮助理解. 对于任意取有限实值的随机变量 X 而言, 此断言的意思是

∀δ > 0, ∃Bδ ∈ F , ∃M(δ) > 0, s.t.P (Bc
δ) < δ 且 sup

ω∈Bδ

|X(ω)| ⩽M(δ)

该断言的证明如下: 由 X 取有限实值知 Ω =
∞⋃
k=1

{|X| ⩽ k}, 从而由测度的下连续性 (定理 3.3.2) 知

lim
n→∞

P {|X| ⩽ n} = lim
n→∞

P

(
n⋃
k=1

{|X| ⩽ k}

)
= P

(
∞⋃
k=1

{|X| ⩽ k}

)
= P (Ω) = 1

从而 ∀δ > 0, ∃N0 ∈ N, s.t.∀n ⩾ N0, P {|X| ⩽ n} ⩾ 1− δ, 取 Bδ = {|X| ⩽ N0} , M(δ) = N0 即证.
由以上断言可知:

∀ε > 0, ∃Bi,ε ∈ F , ∃Mi(ε) > 0, i = 1, 2, · · · , N, s.t.P
(
Bc
i,ε

)
<

ε

2N
, i = 1, 2, · · · , N,

且 sup
ω∈Bi,ε

|Xi(ω)| ⩽Mi(ε), i = 1, 2, · · · , N − 1, sup
ω∈BN,ε

|X(ω)| ⩽MN,ε(ε)
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从而, 取 Cε = Aε ∩

(
N⋂
i=1

Bi,ε

)
∈ F , M(ε) = max {M1(ε),M2(ε), · · · ,MN−1(ε),MN (ε) + ε}, 则有

∀ω ∈ Cε, sup
n

|Xn(ω)| ⩽M(ε, ω) ⩽M(ε)

且 P (Ccε) = P

(
Acε ∪

(
N⋃
i=1

Bc
i,ε

))
⩽ P (Acε) +

N∑
i=1

P
(
Bc
i,ε

)
<
ε

2
+N

ε

2N
= ε, 从而

P
{
sup
n

|Xn| ⩽M(ε)

}
⩾ P (Cε) ⩾ 1− ε

证毕. □

注：(1) 上述证明中提出的断言可以这样理解: 例如设 Ω = (0, 1) , F = B (0, 1) , µ = λ|B(0,1)(勒贝格测度
限制在 B (0, 1) 上), 考虑函数 f(x) =

1

x
, 它在 Ω 的每个点上虽然取有限实值, 在 Ω 上整体而言是无界的:

sup
x∈Ω

|f(x)| = ∞; 但如果挖去 0 的一个小邻域 Bδ = (0, δ), 就有 sup
x∈Ω\Bδ

|f(x)| = 1

δ
<∞, 即在 Ω \Bδ 上是一

致有界的.
(2) 上述断言要求测度是有限测度, 否则未必成立, 例如取 Ω = R, F = B(R), µ = λ(Lebesgue 测度),

f(x) = x, 则不可能仅仅挖去一个测度比较小的集合后 f(x) 一致有界.
(3)上述证明过程还可以稍作简化,例如可以先直接限制在X 有界的集合上使用 Egorov定理 (8.1.7)(构

造一个以 Ω 的子集为全空间的较小的测度空间, 参考习题 3.2.21), 得到一致收敛性, 再去考虑前 N − 1 个
Xi 的有界性.

8.1.4 对概率空间 (Ω,F ,P) 上的任何随机变量列 {Xn, n ∈ N}, 存在常数序列 {An, n ∈ N}, 使得

Xn

An

a.e.−−→ 0.

证法一: 令 an,m = (n(sup
ω∈Ω

|Xn(ω)| ∧m)) ∨ n2. 考虑集合 En,m =

{∣∣∣∣ Xn

an,m

∣∣∣∣ > 1

n

}
= {|Xn| > m}. 我们有

lim
m→∞

P(|Xn| > m) = 0 =⇒ ∃mn, s.t. P(En,mn
) < 2−n.

注意到, ∀ε > 0, 若取 k >
2

ε
, 我们有

P

(
∞⋃
n=k

{
Xn

an,m
> ε

})
⩽ P

(
∞⋃
n=k

En,mn

)
⩽

∞∑
n=k

2−n = 2−k → 0.

即满足定理 8.1.3 中的 (4) 式, 由定理 8.1.3 知 Xn

An

a.e.−−→ 0. □

证法二: 首先, 教材在定义 4.1.1 中约定: 当我们只说 X 是一个“随机变量”时, 默认 X 只能取有限实值;
因此, 由习题 8.1.3证明过程中提出的断言知

∀δ > 0, ∃Bδ ∈ F , ∃M(δ) > 0, s.t.P (Bc
δ) < δ 且 sup

ω∈Bδ

|X(ω)| ⩽M(δ)
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取 δ =
1

n2
, 则 ∃Mn > 0, ∃Bn ∈ F , s.t.P (Bc

n) <
1

n2
且 sup

ω∈Bn

|Xn(ω)| ⩽Mn, 从而 {|Xn| > Mn} ⊂ Bc
n; 再取

An = nMn, 则
{∣∣∣∣Xn

An

∣∣∣∣ > 1

n

}
= {|Xn| > Mn} ⊂ Bc

n =⇒ P
{∣∣∣∣Xn

An

∣∣∣∣ > 1

n

}
⩽ P (Bc

n) <
1

n2
, 从而

∞∑
n=1

P
{∣∣∣∣Xn

An

∣∣∣∣ > 1

n

}
⩽

∞∑
n=1

1

n2
<∞

由 Borel-Cantelli 引理 (引理 8.1.4) 知 P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{∣∣∣∣Xk

Ak

∣∣∣∣ > 1

k

})
= 0. 记 N =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{∣∣∣∣Xk

Ak

∣∣∣∣ > 1

k

}
, 则

P (N) = 0 且 ∀ω ∈ N c, ∃n ∈ N, s.t.∀k ⩾ n,

∣∣∣∣Xk(ω)

Ak

∣∣∣∣ ⩽ 1

k
, 即 ∀ω ∈ N c,

∣∣∣∣Xk(ω)

Ak

∣∣∣∣ → 0 (k → ∞), 即∣∣∣∣Xk

Ak

∣∣∣∣ a.e.−−→ 0. □

8.1.5 举例说明: 当 µ 不是有限测度时, Egorov 定理不成立.
证明: 考虑测度空间 (R+,B(R+), λ|B(R+))(其中 R+ 表示全体正实数, λ|B(R+) 表示 Lebesgue 测度限制

在 B(R+) 上), 取 fn(x) =

(
x+

1

n

)2

, f(x) = x2, 则 fn → f , a.e.. 取 δ = 1, 则对任意 λ(Acδ) < 1 的

Aδ ∈ B(R+), 有 λ(Aδ) = ∞, 即 Aδ 是无界的. 因此

sup
x∈Aδ

d(fn(x), f(x)) = sup
x∈Aδ

(
1

n
+

2x

n

)
= ∞.

□

§ 8.2 依测度收敛

8.2.1 直接证明: 若 Xn
P−−→ X,Yn

P−−→ Y,则XnYn
P−−→ XY .

证明: 对任意的 M1,M2 以及 ε > 0, 我们有

P(|XnYn −XY | > ε) ⩽ P
(
|X||Yn − Y | > 1

2
ε

)
+ P

(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε

)
,

因此只需证明

lim
n→∞

P
(
|X||Yn − Y | > 1

2
ε

)
= 0,

lim
n→∞

P
(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε

)
= 0.

我们有

P
(
|X||Yn − Y | ⩾ 1

2
ε

)
= P

(
|X||Yn − Y | ⩾ 1

2
ε, |X| ⩽M1

)
+ P

(
|X||Yn − Y | ⩽ 1

2
ε, |X| > M1

)
⩽ P

(
|Yn − Y | ⩾ ε

2M1

)
+ P(|X| > M1),
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以及

P
(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε

)
= P

(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε, |Yn − Y | ⩾ 1

)
+ P

(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε, |Yn − Y | < 1

)
⩽ P(|Yn − Y | ⩾ 1) + P

(
(|Y |+ 1)|Xn −X| ⩾ 1

2
ε, |Yn − Y | < 1

)
⩽ P(|Yn − Y | ⩾ 1) + P

(
(|Y |+ 1)|Xn −X| ⩾ 1

2
ε

)
= P(|Yn − Y | ⩾ 1) + P

(
(|Y |+ 1)|Xn −X| ⩾ 1

2
ε, |Y | ⩽M2

)
+ P

(
(|Y |+ 1)|Xn −X| ⩾ 1

2
ε, |Y | > M2

)
⩽ P(|Yn − Y | ⩾ 1) + P

(
|Xn −X| ⩾ ε

2(M2 + 1)

)
+ P(|Y | > M2).

又 X,Y 几乎处处有限, 因此我们在两式中令 n→ ∞, M1 → ∞, M2 → ∞ 便得

lim
n→∞

P
(
|X||Yn − Y | > 1

2
ε

)
= lim

n→∞
P
(
|Xn −X||Yn| >

1

2
ε

)
= 0.

□

8.2.2 若 Xn
P−−→ X, f 为有界且一致连续的函数, 试证: Ef (Xn) → Ef (X).

证明: 我们知道 f(x) 一致连续, 因此 ∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. ∀x1, x2, 当 |x1 − x2| < δ 时, |f(x1)− f(x2)| < ε.
所以

{|f(Xn)− f(X)| ⩾ ε} ⊂ {|Xn −X| ⩾ δ}.

因为 XN
P−−→ X, 所以 n → ∞ 时, P{|Xn − X| ⩾ δ} → 0. 因此 lim

n→∞
P{|f(Xn) − f(X)| ⩾ ε} = 0. 也即

f(Xn)
P−−→ f(X). 又因为 f 有界, 根据推论 8.2.6 可得 Ef(Xn) → Ef(X). □

8.2.3 Xn ↓ X a.e., 其中每一个 Xn 均可积且 inf
n
EXn > −∞, 试证: EXn → EX.

证明: 注意到 X1 −Xn ↑ X1 −X, 且 X1 −Xn 可积, 因此

lim
n→∞

E[X1 −Xn] = E[X1 −X].

因为 X1 可积, 故 EX1 有限. 于是 lim
n→∞

EXn = EX. □

§ 8.3 Lr 收敛

8.3.1 证明 Hölder 不等式及 Minkowski 不等式.
证明: (1) 我们知道实数域上的 Hölder 不等式: 若 p > 1, q > 1, 1

p
+

1

q
= 1, 则

∀a, b ∈ R+, a
1
p b

1
q ⩽ a

p
+
b

q
.
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因此 (
|X|p

E|X|p

) 1
p
(

|Y |q

E|Y |q

) 1
q

⩽ 1

p

|X|p

E|X|p
+

1

q

|Y |q

E|Y |q
,

两边取期望可得
E|XY |

(E|X|p)
1
p (E|Y |q)

1
q

⩽ 1,

也即
E|XY | ⩽ (E|X|p)

1
p (E|Y |q)

1
q .

(2) 考虑 r ⩾ 1, 我们有

E|X + Y |r ⩽ E|X + Y |r−1|X|+ E|X + Y |r−1|Y |

⩽ (E|X + Y |r)
r−1
r (E|X|r)

1
r + (E|X + Y |r)

r−1
r (E|Y |r)

1
r

⩽ (E|X + Y |r)
r−1
r

(
(E|X|r)

1
r + (E|Y |r)

1
r

)
.

因此
(E|X + Y |r)

1
r ⩽ (E|X|r)

1
r + (E|Y |r)

1
r .

□

8.3.2 试完成定理 8.3.18 中的 (2) ⇒ (1).
证明: 首先，从书上定理 8.3.18 已有的证明过程中可提取出如下两个引理及其证明：
引理 1: ∀x, y ∈ R或C, ∀r > 0, |x− y|r ⩽ 2r (|x|r + |y|r) .
证明: |x− y|r ⩽ (|x|+ |y|)r ⩽ (2 (|x| ∨ |y|))r = 2r (|x|r ∨ |y|r) ⩽ 2r (|x|r + |y|r).
引理 2: 若 Xn

r−−→ X (其中 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr (P)), 则 X ∈ Lr (P).(此引理表明 Lr 空间是闭的)
证明: 由引理 1 知 |X|r ⩽ 2r (|Xn|r + |Xn −X|r), 从而 E |X|r ⩽ 2r (E |Xn|r + E |Xn −X|r);

又由 Xn
r−−→ X 知 lim

n→∞
E |Xn −X|r = 0, 即 ∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t.∀n ⩾ N, E |Xn −X|r < ε,

从而

E |X|r ⩽ 2r (E |XN |r + E |XN −X|r) < 2r (E |XN |r + ε)
XN∈Lr(P)

< ∞.

以下分两步完成证明: 1◦: 证明 |Xn −X|r 一致可积; 2◦ 由 1◦ 证明 |Xn|r 一致可积.
1◦: 由引理 1 知 |Xn −X|r ⩽ 2r (|Xn|r + |X|r), 从而

∀n ∈ N, E |Xn −X|r ⩽ 2r (E |Xn|r + E |X|r)
题设 + 引理 2: E|Xn|r,E|X|r<∞

< ∞ (∗)

又由 Xn
r−−→ X 知 lim

n→∞
E |Xn −X|r = 0, 即

∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t.∀n ⩾ N, E |Xn −X|r < ε (∗∗)

从而
sup
n

E |Xn −X|r ⩽ max {E |X1 −X|r , · · · ,E |XN −X|r , ε} <∞ 1⃝

再由 (∗): ∀n ∈ N, |Xn −X|r 可积, 以及推论 5.4.6(积分的绝对连续性) 知

∀n ∈ N, ∀ε > 0, ∃δn > 0, s.t.∀A ∈ F : P (A) < δn,

∫
A

|Xn −X|r dP < ε
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取 δ = min {δ1, · · · , δN}, 并注意到 (∗∗) 式, 则当 A ∈ F : P (A) < δ 时, 有∫
A

|Xn −X|r dP ⩽ max
{∫

A

|X1 −X|r dP, · · · ,
∫
A

|XN −X|r dP, ε
}

⩽ ε

也就是说

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0, s.t.∀A ∈ F : P (A) < δ,

∫
A

|Xn −X|r dP < ε (即一致绝对连续条件) 2⃝

由 1⃝、 2⃝及引理 8.3.16 知 {|Xn −X|r : n ∈ N} 一致可积;
2◦: 由引理 1 知 |Xn|r ⩽ 2r (|Xn −X|r + |X|r) ⇒ E |Xn|r ⩽ 2r (E |Xn −X|r + E |X|r) (∗ ∗ ∗);

而由引理 8.3.16 知 |Xn −X|r 一致可积等价于 1◦ 中 1⃝、 2⃝同时成立.
由 1⃝知 sup

n
E |Xn −X|r < ε, 又由引理 2 知 E |X|r <∞, 从而由 (∗∗∗) 知 sup

n
E |Xn|r <∞;

由 2⃝知 lim
P(A)→0

sup
n

∫
A

|Xn −X|r dP = 0; 又由 E |X|r <∞ 及推论 5.4.6(积分的绝对连续性) 知

lim
P(A)→0

∫
A

|X|r dP = 0, 从而由 (∗∗∗) 知 lim
P(A)→0

sup
n

∫
A

|Xn|r dP = 0, 即 {|Xn|r : n ∈ N} 一致绝对连续;

由引理 8.3.16 知 {|Xn|r : n ∈ N} 一致可积. □

注：(1) 本题目标是证明一致可积, 思路是利用引理 8.3.16: 一致可积等价于一致有界且一致绝对连续, 转而
证明这两个条件成立;

(2) 事实上, 当 Xn
r−−→ X 且 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr (P) 时, |Xn −X|r 一致可积 ⇐⇒ |Xn|r 一致可积: 只需

再注意到不等式 E |Xn −X|r ⩽ 2r (E |Xn|r + E |X|r) 成立, 同理即可证明;
(3) 上述证明中引理 1 所给不等式的意义: 提供了 r 阶矩的一个“三角不等式”. 也可以这样去构造用

于放缩 r 阶矩的“三角不等式”: 记 f(x) = xr, x ∈ (0,∞), 则 r ⩾ 1 时 f 是凸函数, 由 f

(
|x|+ |y|

2

)
⩽

1

2
f(|x|) + 1

2
f(|y|) 整理得 |x− y|r ⩽ (|x|+ |y|)r ⩽ 2r−1 (|x|r + |y|r); 0 < r < 1 时利用 f 增长速度越来越慢

的性质, 容易证明 f(|x|+ |y|)− f(|y|) ⩽ f(|x|), 即 |x− y|r ⩽ (|x|+ |y|)r ⩽ |x|r + |y|r. 也就是说, 我们有比
引理 1 放缩得更紧的不等式:

∀x, y ∈ R或C, ∀r > 0, |x− y|r ⩽
(
2r−1 ∨ 1

)
(|x|r + |y|r) .

8.3.3 设 r ∈ (0,∞), 则 Xn
r−−→ X 当且仅当 Xn

P−−→ X 及下列两条件之一成立:

(1) E |Xn|r → E |X|r <∞;

(2) |Xn|r 一致可积.

证明: ”=⇒”: 若 Xn
r−−→ X, 则由定理 8.3.2 知 Xn

P−−→ X, 进而由定理 8.3.18 知条件 (1)、(2) 均成立. (细

节: Xn
r−−→ X 蕴含着 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr(P), 见定义 8.3.1)

”⇐=”: 利用定理 8.3.18 容易证明. 为满足定理 8.3.18 成立的前提, 只需验证 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr(P).
若条件 (1) 成立, 则可知 {Xn} 除去前面有限项之后都属于 Lr(P) (将条件 (1) 用 ε−N 语言翻译即可得知:

∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t. ∀n ⩾ N, |E |Xn|r − E |X|r| < ε, 取 ε = 1, 即得 ∃N ∈ N, s.t. ∀n ⩾ N, E |Xn|r < E |X|r + ε < ∞, 即
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从某个有限的 N 开始都有 E |Xn|r < ∞), 从而由定理 8.3.18 知 Xn
r−−→ X (也可以照抄定理 8.3.18 中证明 (3)=⇒(2)

的步骤直接证明) ;
若条件 (2) 成立, 则由引理 8.3.16 的条件 (1) 知 ∀n ∈ N, E |Xn|r < ∞, 即 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr(P), 从而

由定理 8.3.18 知 Xn
r−−→ X. □

注：本题与定理 8.3.18 几乎相同, 可视作定理 8.3.18 的一个推论.

8.3.4 若 sup
n

|Xn| ∈ Lr (P) 且 Xn
a.e.−−→ X, 则 X ∈ Lr (P) 且 Xn

r−−→ X.
证明: 由题设及 Fatou 引理 (定理 5.4.2)(或者引理 8.3.14), 我们有

E |X|r Xn

a.e.−−→X
======== E

(
lim
n→∞

|Xn|r
) Fatou 引理

⩽ lim inf
n→∞

E |Xn|r ⩽ lim inf
n→∞

E
(
sup
n

|Xn|
)r supn|Xn|∈Lr(P)

< ∞

从而 X ∈ Lr (P);

由 sup
n

|Xn| ∈ Lr (P) 知
(
sup
n

|Xn|
)r
可积, 又 |Xn|r ⩽

(
sup
n

|Xn|
)r
且 |Xn|r

a.e.−−→ |X|r, 由控制收敛定

理 (定理 5.4.3(2))知 E |Xn|r −→ E |X|r <∞; 又由 sup
n

|Xn| ∈ Lr (P) 显然有 ∀n ∈ N, Xn ∈ Lr (P), 从而由

定理 8.3.18 知 Xn
r−−→ X (或者也可由定理 8.3.2 知 Xn

P−−→ X, 从而由习题 8.3.3知 Xn
r−−→ X). □

8.3.5 证明引理 8.3.17 的 (II).
证明: 我们知道存在子列 {Xnk

}k⩾1, 使得

lim sup
n→∞

∫
|Xn −X|dµ = lim

k→∞

∫
|Xnk

−X|dµ.

又 Unk

µ−−→ U , Xnk

µ−−→ X, 所以存在子列 {Xnkℓ
}ℓ⩾1, 使得 Xnkℓ

a.e.−−→ X, 且

∞∑
ℓ=1

µ

(
|Xnkℓ

−X| ⩾ 1

2ℓ

)
<∞.

同理 Unkℓ

a.e.−−→ U . 根据习题 5.4.2知道,
∫

|Xnkℓ
−X| → 0, 当 ℓ→ ∞, 因此

0 ⩽ lim sup
n→∞

∫
|Xn −X|dµ = lim

k→∞

∫
|Xnk

−X|dµ = lim
ℓ→∞

∫
|Xnkℓ

−X| = 0.

故 lim
n→∞

|Xn −X| = 0. □

§ 8.5 概率测度的收敛

8.5.1 证明淡收敛的极限是唯一的.
证明: 设 Fn

v−−→ F , 且 Fn
v−−→ G. 则由淡收敛的定义知道

Fn(x) → F (x), ∀x ∈ C(F );

Fn(x) → G(x), ∀x ∈ C(G).
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于是由数列极限的唯一性有 F (x) = G(x), ∀x ∈ C(F ) ∩ C(G). 我们知道单调函数的不连续点至多可数, 因
此 (C(F ) ∩ C(G))c 至多可数. 于是 ∀x ∈ (C(F ) ∩ C(G))c, 存在 {xn}n⩾1 ⊂ C(F ) ∩ C(G), 使得 xn ↓ x, 我
们知道分布函数是右连续的, 因此

F (x) = lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

G(xn) = G(x).

因此淡收敛的极限是唯一的. □

8.5.2 证明定义 8.5.1 所定义的 (R,B) 上的概率测度的弱收敛与定义 8.5.5 一致.
证明: 定义 8.5.1 =⇒ 定义 8.5.5: 由定义对任意的 f ∈ Cb, 有

∫
f dµn →

∫
f dµ. 于是 ∀f ∈ C0, 有∫

fdµn →
∫
fdµ. 因此 µn 淡收敛于 µ. 特别地, 取 f = 1, 则由定义 8.5.5 知道 µn(R) → µ(R).

定义 8.5.5 =⇒ 定义 8.5.1: 设 Fn 是 µn 的分布函数, F 是 µ 的分布函数, 因为 F 的不连续点至多
可数, 所以 ∀ε > 0, ∃L > 0, 使得 F (−L) < ε, 1 − F (L) < ε. 对于上述的 ε > 0, 因为 Fn(L) → F (L),
Fn(−L) → F (−L), 所以存在 N > 0, 使得

Fn(−L) < 2ε, 1− F (L) < 2ε.

任取 f ∈ Cb, 设 |f | ⩽M , 有∣∣∣∣∫ fdµn −
∫
fdµ

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫
(−∞,−L]∩{L1}

fdFn
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

(−∞,−L]∩{L1}
fdF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
(−L,L]

fdFn −
∫
(−L,L]

fdF
∣∣∣∣

⩽ 4M +

∣∣∣∣∫
(−L,L]

fdFn −
∫
(−L,L]

fdF
∣∣∣∣ .

根据定理 8.5.4(1)可得当 n→ ∞,
∣∣∣∣∫

(−L,L]
fdFn −

∫
(−L,L]

fdF
∣∣∣∣→ 0,由 ε的任意性可得

∫
fdµn →

∫
fdµ.

□

8.5.3 证明定理 8.5.14.
证明: =⇒: µn

w−−→ µ, 则 {µn} 相对紧. 在完备可分空间中, 由定理 8.5.12, {µn} 胎紧, 因此 µn
v−−→ µ.

⇐=: 由定理 8.5.12, {µn} 胎紧则相对紧, 故 {µn} 任何子列都存在弱收敛的子列, 我们知道 {µn} 是淡
收敛的, 同时 {µn(Rk)} 为常数序列, 故 µn

v−−→ µ. 再根据推论 8.5.13, {µn} 的任意子列都有收敛到同一概
率测度的子列, 故 {µn} 弱收敛. □

8.5.4 证明: R 上概率分布函数族 {Fα} 所对应的概率测度族相对紧的充分必要条件是当 x→ −∞ 和
x→ ∞ 时, {Fα} 对 α 一致收敛.
证明: 设 {Fα} 对应的概率测度序列是 {µα}, 因为 R 完备可分, 所以根据定理 8.5.12，我们只需证明 {µα}
胎紧等价于当 x→ −∞ 和 x→ ∞ 时, {Fα} 对 α 一致收敛.

必要性: 因为 {µα} 胎紧, 所以 ∀ε > 0, 存在紧集 K, s.t. ∀α, µα(Kc) < ε. 因为紧集 K ⊂ R, 故有界,
因此 ∃M > 0, s.t. K ⊂ [−M,M ]. 故 µα([−M,M ]c) < ε. 因此 ∀x > M , ∀α, Fα(−x) < ε, 1 − Fα(x) < ε.
因此当 x→ −∞ 和 x→ ∞ 时, {Fα} 对 α 一致收敛.
充分性: 考虑 {Fα} 对 α 一致收敛, 且 lim

x→∞
Fα(x) = 1, lim

x→−∞
Fα(x) = 0, 所以 ∀ε > 0, ∃M > 0, ∀α, 当

x > M 有 Fα(−x) < ε, 1− Fα(x) < ε. 取 K = [−M,M ] 是紧集, 则 ∀α, µα(Kc) < ε. 因此 {Fα} 胎紧.
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□

8.5.5设与随机变量族 {Xα}相对应的概率分布族是 {µα}. 如果对某个实数 r > 0, {E |Xα|r}对 α 有界, 则
{µα} 相对紧.
证明: 根据定理 8.5.12, 我们只需证明 {µα} 是胎紧的. 我们知道 ∃M > 0, s.t., sup

α
E|Xα|r < M , 因此

µα({|X| > A}) < E|X|r

Ar
, 又 {|X| > A} 是紧集的余集, 故 {µα} 胎紧. □
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第九章 大数定律、随机级数

§ 9.1 简单的极限定理及其应用

9.1.1 设 (Ω,F ,Pθ) , θ ∈ Θ 为一族概率空间, Θ 为一有限或无限区间, Xn, n ∈ N 为一列取有限实数值的随
机变量, 且

EθXn = θ, σ2
n (θ) := Eθ (Xn − θ)

2
= σ2

θ (Xn) .

设 u ∈ Cb (Θ)(Θ 上的一切有界连续函数组成的集合), 且 ∀θ ∈ Θ, σ2
n (θ) → 0 (n→ ∞), 试证:

Eθu (Xn) → u (θ) (n→ ∞) , θ ∈ Θ

而且在 σ2
n (θ) → 0 (n→ ∞) 一致成立的每个闭区域 Θ0 上, 上述收敛是一致的.

进一步, 给出上述结论在下列各种特定情形下的具体结论:

(1) Pθ
(
Xn =

k

n

)
= Cknθ

k (1− θ)
n−k

, k = 0, 1, 2, · · · , n;

(2) Pθ
(
Xn =

k

n

)
= e−nθ (nθ)

k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · , n, · · · ;

(3) Xn 在 Pθ 下服从参数为 n 和
n

θ
的 Γ 分布, 即

Pθ (Xn ⩽ x) =


0, x ⩽ 0,

1

(n− 1)!

∫ x

0

(n
θ

)(nt
θ

)n−1

e−nt
θ dt, x > 0.

注：对于 (2)(3) 两种情形, n 为正实数时亦有相应结论, 其中在 (3) 把 (n− 1)! 换成 Γ (n) 即可.

证明: 我们知道 Xn
L2(Pθ)−−−−→ θ, 因此由定理 8.3.2 知 Xn

Pθ−−→ θ, 并且由 u 是连续的知 u(Xn)
Pθ−−→ u(θ). 又由

于 u 有界, 故由推论 8.2.6(依概率收敛下的控制收敛定理)Eθu(Xn) → u(θ) (n→ ∞), θ ∈ Θ.
再证一致收敛性,由 |Eθu(Xn)− u(θ)| ⩽ Eθ |u(Xn)− u(θ)|知只需证明 sup

θ∈Θ0

Eθ |u(Xn)− u(θ)| → 0 (n→

∞). 首先由 Chebyshev 不等式可知 sup
θ∈Θ0

Pθ {|Xn − θ| ⩾ ε} ⩽ ε−2 sup
θ∈Θ0

σ2
n(θ) → 0 (n→ ∞); 由此,

下面验证 (1)(2)(3) 均满足题设:

(1) EθXn = θ, σ2
θ(Xn) =

θ(1− θ)

n
→ 0.

(2) EθXn = θ, σ2
θ(Xn) =

θ

n
→ 0.
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(3) EθXn = θ, σ2
θ(Xn) =

θ2

n
→ 0.

故对于 (1)(2)(3) 而言，均有 ∀u ∈ Cb (Θ) , Eθu(Xn) → u(θ) (n→ ∞), θ ∈ Θ, 而且在 σ2
n (θ) → 0 (n→ ∞)

一致成立的每个闭区域 Θ0 上, 这种收敛是一致收敛. □

9.1.2 设 f ∈ C [0, 1] , 0 ⩽ f ⩽ 1, ξn
i.i.d.∼ U [0, 1] (n ∈ N), ∀ε > 0, 令 ηε (n) := 1{ξn⩽f(εn)}, n ∈

[
0,

1

ε

]
, 试证:

ε
∑

n:0⩽εn⩽1

ηε(n)
P−−→
∫ 1

0

f(r)dr.

证明: 实际上 ηε(n) 仍是独立的 r.v. 列, 注意到 sup
n
σ2(ηε(n)) <∞, 故由定理 9.1.3 知∑

0⩽n⩽ε−1 ηε(n)− E[
∑

0⩽n⩽ε−1 ηε(n)]

n

P−−→ 0.

又注意到 (由黎曼积分的定义)

E

 ∑
n:0⩽n⩽ε−1

ηε(n)

 =
∑

n:0⩽n⩽ε−1

P(ξn ⩽ f(εn)) = ε−1
∑

n:0⩽εn⩽1

ε · f(εn) → ε−1

∫ 1

0

f(r)dr (n→ ∞),

因此

ε
∑

0⩽εn⩽1

ηε(n)
P−−→
∫ 1

0

f(r)dr.

□

9.1.3 f 的假设与习题 9.1.2相同, {Xn : n ∈ N} 为一列相互独立的随机变量且 Xn ∼ U [0, 1]
2
(∀n ∈ N), 设

Xn = (Xn1, Xn2), 试证:
1

n

n∑
k=1

1{Xn2⩽f(Xn2)}
a.s.−−→
P

∫ 1

0

f (r) dr.

证明: 我们知道 Xn1, Xn2 独立且都服从 (0, 1) 上的均匀分布, 因此 1{Xn2⩽f(Xn1)} 是独立序列, 且

sup
n
σ2(1{Xn2⩽f(Xn1)}) <∞, E

(
1

n

n∑
k=1

1{Xn2⩽f(Xn1)}

)
=

1

n

n∑
k=1

f(Xn2).

又 supσ2(f(Xn2)) ⩽ 1 <∞, 因此

1

n

n∑
k=1

f(Xn2)
a.s.−−→
P

∫ 1

0

f(r)dr.

故
1

n

n∑
k=1

1{Xn2⩽f(Xn2)}
a.s.−−→
P

∫ 1

0

f (r) dr.

□

9.1.4 f, ξn, ηε(n) 的假设与习题 9.1.2相同, 设 φ ∈ C [0, 1], 试证:

ε
∑

0⩽εn⩽1

φ(εn)ηε(n)
P−−→
∫ 1

0

φ(r)f(r)dr.



测度与概率 习题参考答案 第九章 大数定律、随机级数 ·121·

证明: 与习题 9.1.2类似, 实际上 φ(εn)ηε(n) 仍然是独立的随机变量列. 且

supσ(φ(εn)ηε(n)) = [φ(εn)]2σ(ηε(n)) = 0,

以及

E

[ ∑
0⩽εn⩽1

φ(εn)ηε(n)

]
=

∑
0⩽εn⩽1

φ(εn)E[ηε(n)] =
∑

0⩽εn⩽1

φ(εn)P(ξn ⩽ f(εn)) =
∑

0⩽εn⩽1

φ(εn)f(εn).

又 ε
∑

0⩽εn⩽1

φ(εn)f(εn) →
∫ 1

0

φ(r)f(r)dr, 故根据定理 9.1.5 即证. □

9.1.5 将定理 9.1.8 和定理 9.1.9 推广到 f ∈ C [0, 1]
d 的情形.

证明: 定理 9.1.8 的推广: 设 f ∈ C([0, 1]d), x ∈ [0, 1]d, n ∈ N. 令

Bd
n(x) =

∑
1⩽nk⩽n
k=1,2,··· ,d

d∏
k=1

Cnk
n xnk

k (1− xk)
n−nkf

(n1

n
,
n2

n
, · · · , nd

n

)
,

则 sup
x∈[0,1]d

|Bd
n(x)− f(x)| → 0.

我们知道 ∀x = (x1, · · · , xd) ∈ [0, 1]d,都有 d维 i.i.d.序列 {Xn} = {(Xn1, Xn2, · · · , Xnd)}, s.t. P(Xnk =

1) = 1− P(Xnk = 0) = xk, k = 1, 2, · · · , d. 因此

EXn = (x1, x2, · · · , xd), σ2(Xn) = diag{x1(1− x1), x2(1− x2), · · · , xd(1− xd)}.

令 Sn =

(
n∑
i=1

Xi1,

n∑
i=1

Xi2, · · · ,
n∑
i=1

Xid

)
, 则

P(Sn = (n1, n2, · · · , nd)) =
d∏
k=1

Cnk
n xnk

k (1− xk)
n−nk .

因此 E
[
f

(
Sn
n

)]
=

∑
1⩽nk⩽n
k=1,2,··· ,d

d∏
k=1

Cnk
n xnk

k (1 − xk)
n−nkf

(n1

n
,
n2

n
, · · · , nd

n

)
= Bd

n(x). 此后的证明与教材定

理 9.1.8 类似, 不再赘述.
定理 9.1.9: 教材中此定理并没有出现函数 f , 因此不再讨论. □

§ 9.2 弱大数定律

9.2.1 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, 且 X1 服从 Cauchy 分布, 即

P (X1 ⩽ x) =

∫ x

−∞

dt
π (1 + t2)

, x ∈ R

试证: lim
x→∞

xP (|X1| > x) =
2

π
6= 0, 因而由定理 9.2.4 知不存在实数列 {an : n ∈ N} 使得

Sn
n

− an
P−−→ 0.
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证明: 我们有

xP(|X1| > x) = 2x

∫ ∞

x

dt
π(1 + t2)

= 2x

(
π − 2 arctanx

2π

)
x→∞−−−→ 2

π
6= 0,

故不存在 an, s.t.
Sn
n

− an
P−−→ 0. □

9.2.2 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, 且

P(Xn = (−1)k−1k) =
c

k2 ln k , k ⩾ 3,

其中 c 满足
∞∑
k=3

c

k2 ln k = 1, 试证: E|X1| = ∞, 但有一常数 a 使得
Sn
n

P−−→ a.

证明: 我们有

E|X1| =
∞∑
k=3

c

k ln k >
∞∑
k=3

3

k
= ∞.

同时

kP(|X1| > k) = k
∞∑

n=k+1

c

n2 lnn ⩽ k
∞∑
n=k

∫ k+1

k

c

x2 lnx dx ⩽ c ln ln k
k

→ 0,

故根据定理 9.2.4, 存在 an,
Sn
n

P−−→ an. □

9.2.3 令 pk =
1

2kk(k + 1)
, l ∈ N, p0 = 1−

∞∑
k=1

pk, 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, 满足

P(Xn = −1) = p0, P(Xn = 2k − 1) = pk, k ∈ N

则 EXn = 0. 进一步, 设 Sn =
n∑
k=1

Xk, 试应用定理 9.2.5 证明

Sn
n

log2 n

P−−→ −1,

其中 log2 n 表示 n 的以 2 为底的对数.
证明: 教材中题目有误, pk 不应为

1

2k
k(k + 1), 否则 EXn 6= 0. 错误已经在本文档中更正.

我们有

EXn = −p0 +
∞∑
k=1

2k − 1

2kk(k + 1)
= 0,

同时令
m(n) := inf{m : 2−mm−3/2 ⩽ n−1}, bn = 2m(n),

则

P(Xi > 2m) =
∞∑

k=m+1

1

2k(k + 1)
⩽

∞∑
k=m+1

1

2km(m+ 1)
=

2−m

m(m+ 1)
,

同时

nP(Xi > bn) ⩽
n2−m(n)

m(n)(m(n) + 1)
⩽ (m(n) + 1)−1/2 → 0.
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又令 X ′ = X1{|X|⩽bn}, 则

EX ′2 = p0 +

m(n)∑
k=1

(2k − 1)2

2kk(k + 1)

⩽ 1 +

m(n)∑
k=1

2k

k(k + 1)

⩽ 1 +

m(n)/2∑
k=1

2k

k(k + 1)
+

m(n)∑
k=m(n)/2

2k

k(k + 1)

⩽ 1 +

m(n)/2∑
k=1

2k +
4

m(n2)

m(n)∑
k=m(n)/2

2k

⩽ 1 + 2 · 2m(n)/2 +
8

m(n)2
· 2m(n)

= O

(
2m(n)

m(n)2

)
.

故
nEX ′2

b2n
⩽ C2m(n)

m(n)2
· n

22m(n)
⩽ Cm(n)−1/2 → 0.

因此其满足定理 9.2.5. 我们有

an = EX ′ = −EX1{|X|⩾bn}

= −
∞∑

m(n)+1

2k − 1

2kk(k + 1)

= −
∞∑

k=m(n)+1

1

k(k + 1)
+

∞∑
k=m(n)+1

1

2kk(k + 1)

= − 1

1 +m(n)
+

∞∑
k=m(n)+1

1

2kk(k + 1)
∼ − 1

m(n)
∼ − 1

log2 n
.

又
2m(n)−1 ⩽ n

m(n)3/2
∼ n

(log2 n)3/2
,

故
Sn +

n
log2 n
n

(log2 n)3/2

P−−→ 0,

也即
Sn
n

log2 n

P−−→ −1,

□

9.2.4 证明: 用于证明定理 9.2.4 的引理 (3) 中, (L,M) , (L,−M) , (−L,M) , (−L,−M) 同分布.
(提示: 由于 X1, X2, · · · , Xn 都是对称的取有限实值的随机变量且相互独立, 于是对任何 Borel 可测函数
f (x1, x2, · · · , xn) 来说, f

(
X̃1, X̃2, · · · , X̃n

)
, X̃n = Xn或−Xn, k = 1, 2, · · · , n 都是同分布的.)
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证明: 我们将证明, 对于独立同分布的对称随机变量列 {Xn : n ∈ N}, 任意的 Borel 可测函数 f 都有

f
(
X̃1, X̃2, · · · , X̃n

)
, X̃n = ±Xn

和 f(X1, X2, · · · , Xn) 同分布.
我们采用归纳法证明. 当 n = 1,

P(f(X1) ∈ B) = P(X1 ∈ f−1(B)) = P(−X1 ∈ f−1(B)) = P(f(−X1) ∈ B), ∀B ∈ B.

不妨设 n ⩽ k 时结论成立, 当 n = k + 1 时, 定义

g(X1, X2, · · · , Xk) := f(X1, X2, · · · , X̃k+1), h(Xk+1) = f(X1, X2, · · · , Xk+1).

则
g
(
X̃1, X̃2, · · · , X̃k

)
d
== g(X1, X2, · · · , Xk), h(Xk+1)

d
== h

(
X̃k+1

)
.

也即

f
(
X̃1, X̃2, · · · , X̃k+1

)
d
== f

(
X1, X2, · · · , Xk, X̃k+1

)
= h

(
X̃k+1

)
d
== h(Xk+1) = f(X1, X2, · · · , Xk+1).

因此 L,M 为独立对称随机变量. 故

(L,M), (L,−M), (−L,M), (−L,−M)

同分布. □

§ 9.3 随机级数的收敛

9.3.1 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, 满足

P (Xn = −1) = P (Xn = 1) =
1

2
(∀n ∈ N) ,

则级数
∞∑
n=1

Xn

nθ
当 θ ∈

(
1

2
, 1

]
时 a.s. 收敛, 当 θ ∈

[
0,

1

2

]
时 a.s. 发散.

证明: 由我们知道 EXn = 0, DXn = 1, |Xn| ⩽ 1, 从而 θ ⩾ 0 时
∣∣∣∣Xn

nθ
− E

(
Xn

nθ

)∣∣∣∣ ⩽ n−θ ⩽ 1, 可以使用引

理 9.3.6. 又
∞∑
n=1

σ

(
Xn

nθ

)
=

∞∑
n=1

1

n2θ
, 故由引理 9.3.6 知当 θ ∈

(
1

2
, 1

]
时 a.s. 收敛, 当 θ ∈

[
0,

1

2

]
时 a.s. 发

散. □

注：利用三级数定理 (定理 9.3.7), 事实上还可以证明 θ >
1

2
是

∞∑
n=1

Xn

nθ
a.s. 收敛的充要条件, θ ⩽ 1

2
是

∞∑
n=1

Xn

nθ
a.s. 发散的充要条件 (注意此时

∣∣∣∣Xn

nθ
− E

(
Xn

nθ

)∣∣∣∣ ⩽ n−θ ⩽ 1 未必有界, 仅使用引理 9.3.6 无法证明).
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9.3.2 证明推广的 Kolmogorov 不等式 (即定理 9.3.5 的推广): 若 {Xn : n ∈ N} 为一列相互独立的随机变

量, EXn = 0; 记 Sn :=
n∑
k=1

Xk; 对 c > 0, 设 C :=

{
max
1⩽k⩽n

|Sk| ⩾ c

}
, 则

crP (C) ⩽ E (|Sn|r 1C) ⩽ E |Sn|r , ∀r ⩾ 1.

进一步, 应用此不等式证明: 若 Sn
r−−→ S (S 有限), 则 Sn

a.s.−−→ S.

证明: 记 Λk = {ω : max
1⩽j⩽k−1

|Sj(ω)| < c, Sk(ω) ⩾ c}. 则 C =
n⋃
k=1

Λk. 又 Λk 两两不交, 故

E|Sn|r =
∫

|Sn|rdP ⩾
∫
C

|Sn|rdP = E[1C |Sn|r] ⩾
n∑
k=1

∫
Λk

|Sk|rdP ⩾ cr
n∑
k=1

P(Λk) = crP(C).

□

§ 9.4 强大数律

9.4.1 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, EX+
1 = ∞,EX−

1 < ∞, Sn =
n∑
k=1

Xk, 证明: Sn
n

a.s.−−→ ∞.

进一步可证: 只要 EX1 存在, 就有
Sn
n

a.s.−−→ EX1

证明: 令 S+
n = X+

1 + X+
2 + · · · + X+

n , S−
n = X−

1 + X−
2 + · · · + X−

n . 则
Sn
n

=
S+
n

n
− S−

n

n
. 我们知道

{X+
n : n ∈ N} 和 {X−

n : n ∈ N} 也是独立同分布序列, 且 EX−
1 <∞, EX+

1 = ∞. 故

S−
n

n

a.s.−−→ EX−
1 , lim sup

n→∞

S−
n

n
= ∞, a.s..

因此我们只需证明 lim inf
n→∞

S+
n

n
= ∞, a.s..

令 Yn = Xn1{|Xn|⩽M}, M ∈ N, 则 EYn < ∞. 由强大数定律知道 S′
n

n
:=

1

n

n∑
k=1

Yk → EY1. 又 X ⩾ Y ,

故

lim inf
n→∞

Sn
n

⩾ lim
n→∞

S′
n

n
= EY1.

注意到 EY1 ↑ EX1 = ∞, 再根据单调收敛定理可证. □

9.4.2 设 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量, 应用注 9.4.3 证明:

(1) 若存在某个 p ∈ [1, 2] 使得
∞∑
n=1

1

np
E |Xn|p <∞, 则

n∑
k=1

Xk
a.s.−−→ 0;

(2) 若存在某个 δ ∈ (0, 1] 和 M <∞ 使得 ∀n ∈ N,E |Xn|1+δ ⩽M , 则 1

n

n∑
k=1

ckXk
a.s.−−→ 0.
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证明: (1) 取 φ(x) = |x|p, p ∈ [1, 2]. 又
∞∑
n=1

Eφ(Xn)

φ(n)
=

∞∑
n=1

E|Xn|p

np
< ∞, 则其满足注 9.4.3 之条件, 故

1

n

n∑
j=1

Xj
a.s.−−→ 0.

(2) 取 φ(x) = |x|1+δ, 类似地有 1

n

n∑
j=1

Xj
a.s.−−→ 0. □

9.4.3 若 {Xn : n ∈ N} 为一列 i.i.d. 的随机变量且 EX1 = 0, {cn : n ∈ N} 是有界实数序列,

则
1

n

n∑
k=1

ckXk
a.s.−−→ 0.

证明: 不妨设 m ⩽ cn ⩽ M , 则由强大数律, 1

n

n∑
j=1

Xj
a.s.−−→ 0. 故 m

n

n∑
j=1

Xj ⩽
1

n

n∑
j=1

cjXj ⩽
M

n

n∑
j=1

Xj . 由

夹逼定理即证. □
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第十章 特征函数和中心极限定理

§ 10.1 特征函数的定义及简单性质

10.1.1 试求均值为 1

λ
的指数分布的特征函数.

证明: 均值为 1

λ
的指数分布的参数为 λ. 考虑服从参数为 λ 的指数分布的随机变量 ξ, 我们有:

f(u) = Eeiuξ =
∫ ∞

0

λeiute−λtdt = λ

λ− iu.

□

10.1.2 试求在 [−a, a] 上分布的三角分布, 即分布函数 p (x) =
a− |x|
a2

的特征函数.
证明:

f(u) = Eeiux =

∫ a

−a
eiuxp(x)dx

=
1

a2

∫ a

−a
(a− |x|)(cosux+ i sinux)dx

=
2

a2

∫ a

0

(a− x) cosuxdx

=
2(1− cos au)

a2u2
.

□

10.1.3 如果 fk, k = 1.2, · · · , n 是特征函数, λk > 0, k = 1, 2, · · · , n,
n∑
k=1

λk = 1, 证明
n∑
k=1

λkfk 也是特征函

数.
证明: 令 fk =

∫
eiuxµk(dx), 则

n∑
k=1

λkfk =
n∑
k=1

λk

∫
eiuxµk(dx) =

∫ n∑
k=1

λkeiuxµk(dx) =
∫

eiux
(

n∑
k=1

λkµk

)
(dx).

注意到
n∑
k=1

λkµk 是概率测度, 因此
n∑
k=1

λkfk 也是特征函数. □

10.1.4 试由特征函数的定义, 找出下列各个特征函数对应的随机变量的分布:

(i) eiau;
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(ii) cosu;

(iii) cos2 u;

(iv)
∞∑
k=0

λkeiku, λk ⩾ 0,
∞∑
k=0

λk = 1;

(v)
∞∑
k=0

λk cos ku, λk ⩾ 0,
∞∑
k=0

λk = 1;

(vi) 1

1 + iu .

(提示: 利用习题 10.1.1及命题 10.1.2.)
证明: 实际上, 回忆初等概率论的内容可以知道, 特征函数可以唯一决定分布函数, 因此只需找到一个特征
函数为题中函数的随机变量即可. 我们有

(i) 若 P(X = a) = 1, 则 f(u) = E[eiuX ] = eiau.

(ii) 若 P(X = 1) = P(X = −1) =
1

2
, 则 f(u) = E[eiuX ] = cosu.

(iii) 注意到 cos2 u =
cos 2u+ 1

2
=

1

2
ei0u + 1

2
cos 2u, 因此取 P(X = 0) =

1

2
, P(X = 2) = P(X = −2) =

1

4
即可.

(iv) 只需令 P(X = ak) = λk 即可.

(v) 只需令 P(X = k) = P(X = −k) = λk
2
即可.

(vi) 根据习题 10.1.1可知, 参数为 1 的指数分布的特征函数为
1

1− iu . 因此根据命题 10.1.2, 1

1− iu 是参
数为 −1 的指数分布的特征函数.

□

10.1.5 试证: 若 f 是特征函数, 则 |f |2 也是特征函数.
(提示: 构造相互独立的随机变量 X1, X2, 使得 X1 与 X 同分布, X2 与 −X 同分布.)
证明: 考虑相互独立的随机变量 X1, X2, 其中 X1

d
== X, X2

d
== −X, 则 X1, X2 的特征函数分别为 f, f̄ . 再

根据命题 10.1.2, |f |2 = ff̄ 是 X1 +X2 的特征函数. □

10.1.6 设 X 的 n 阶绝对矩有限, 试证

E (X − EX)
n
= i−n dn

dun
[
e−iu(EX)fX(u)

]
u=0

.

证明: 令 Y = X − EX, 则根据命题 10.1.2 有 fY (u) = fX(u)e−iuEX . 因此再根据命题 10.1.4 可以得到

E(X − EX)n = i−n dn
dun

[
e−iuEXfX(u)

]
u=0

.

□
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10.1.7 试证: 如果 {fn : n ∈ N} 是 R 上的特征函数序列, 且 ∀u ∈ R, fn(u) → g(u), 且 g 在零点处连续, 则
g 在 R 上一致连续.
证明: 实际上根据命题 10.1.2, 我们只需证明 g 是特征函数. 由于 g 在零点连续, 故 ∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t.
∀|u| < δ, |1− g(u)| < ε. 设 {fn} 对应的概率测度序列是 {µn}, 由 Fubini 定理, 当 u > 0 时,

1

u

∫ u

−u
(1− fn(t))dt =

∫ ∞

−∞

1

u

∫ u

−u
(1− eitx)dtµn(dx)

= 2

∫ ∞

−∞

(
1− sin(ux)

ux

)
µn(dx)

⩾ 2

∫
{|x|⩾ 2

n}

(
1− 1

|ux|

)
µn(dx)

⩾ µn

({
x : |x| > 2

u

})
.

故

lim sup
n→∞

µn

({
x : |x| > 2

u

})
⩽ lim sup

n→∞

1

u

∫ u

−u
(1− fn(t))dt =

1

u

∫ u

−u
(1− g(t))dt < 2ε.

根据引理 8.5.11, 任何 (R,B) 上的概率测度都是胎紧的, 因此 ∀n < n0, 存在紧集 Kn, s.t. µn(Kc
n) < ε. 令

K =

(
n0−1⋃
n=1

Kn

)
∪
[
− 2

u
,
2

u

]
, 则 K 仍是紧集. 又 ∀n ∈ N, µn(Kc) < ε, 故概率测度列 {µn, n ∈ N} 是胎紧

的, 再根据定理 8.5.12, {µn, n ∈ N} 在 R 上相对紧, 故其任一子列均存在弱收敛子列. 不妨设 {µnk
} 是其本

身的一个弱收敛子列, 则 µnk

w−→ µ, 而 fnk
→ g. 故特征函数列的极限等于测度列极限的特征函数, 因此 g

是特征函数. □

§ 10.2 逆转公式及连续性定理

10.2.1 试证: lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
e−iux0f(u)du = µ ({x0}).

证明: 我们知道 f(u) = Eeiux =

∫
R
eiuxµ (dx), 故

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
e−iux0f(u)du = lim

T→∞

1

2T

∫ T

−T
e−iux0

∫
R
eiuxµ (dx) du

= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫
R
eiu(x−x0)µ (dx) du

= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

∫
R
cos(u(x− x0))µ (dx) du

=

∫
R

(
lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
cos(u(x− x0))du

)
µ (dx)

我们知道 cos(u(x− x0)) ≡ 1, 当 x = x0. 而 x 6= x0 时, | cos(u(x− x0))| < 1, a.s. 故

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
cos(u(x− x0))du = 1{x=x0},
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因此 lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
e−iux0f(u)du =

∫
R
1{x=x0}µ (dx) = µ({x0}). □

10.2.2 试证: lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(u)|2 du =

∑
x∈R

µ ({x})2.

证明: 根据习题 10.1.5, 我们知道 |f(u)|2 是 X−Y 的特征函数, 其中 X,Y 独立同分布. 根据习题 10.2.1有

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(u)|2 du = µ({x− y = 0}) =

∑
x∈R

µ({x})2.

□

10.2.3 若 X 的特征函数为 f , 概率分布为 µ, 则 f 是实函数 ⇔ X 与 −X 同分布 ⇔ (其中 −B :=

{−x : x ∈ B}).
证明: 第二个等价关系是显然的, 因此我们只需证明 f 是实函数等价于 X 与 −X 同分布. 实际上

f−X(u) = E[eiu(−X)] = −iE[sinuX] + E[cosuX], fX(u) = E[eiuX ] = iE[sinuX] + E[cosuX].

因此 f 是实函数 ⇔ E[sinuX] = 0 ⇔ fX(u) = f−X(u). □

10.2.4 证明唯一性定理对于 (R,B) 上的有限符号测度也成立, 即若 µ, ν 是有限符号测度且∫ ∞

−∞
eiuxµ (dx) =

∫ ∞

−∞
eiuxν (dx) , ∀u ∈ R,

则 µ = ν.
证明: 令 µ+, µ−, ν+, ν− 是 µ, ν 的 Hahn 分解, 则

µ = µ+ + µ−, ν = ν+ + ν−.

根据定理 7.1.6, ∀u ∈ R, 有∫ ∞

−∞
eiuxµ(dx) =

∫ ∞

−∞
eiuxµ+(dx) +

∫ ∞

−∞
eiuxµ−(dx),∫ ∞

−∞
eiuxν(dx) =

∫ ∞

−∞
eiuxν+(dx) +

∫ ∞

−∞
eiuxν−(dx).

因此由逆转公式, ∀x1, x2, x1 < x2, 有

µ((x1, x2)) +
1

2
µ({x1}) +

1

2
µ({x2})

=µ+((x1, x2)) +
1

2
µ+({x1}) +

1

2
µ+({x2})− µ−((x1, x2))−

1

2
µ−({x1})−

1

2
µ−({x2})

= lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−iux1 − e−iux2

iu

(∫ ∞

−∞
eiuxµ+(dx) +

∫ ∞

−∞
eiuxµ−(dx)

)
= lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−iux1 − e−iux2

iu

(∫ ∞

−∞
eiuxν+(dx) +

∫ ∞

−∞
eiuxν−(dx)

)
=ν+((x1, x2)) +

1

2
ν+({x1}) +

1

2
ν+({x2})− ν−((x1, x2))−

1

2
ν−({x1})−

1

2
ν−({x2})

=ν((x1, x2)) +
1

2
ν({x1}) +

1

2
ν({x2}).
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所以当

x1, x2 ∈ Λ := {y ∈ R : µ({y}) = ν({y}) = 0}

时, µ((x1, x2)) = ν((x1, x2)), 同时也有

µ+((x1, x2)) = ν+((x1, x2)), µ−((x1, x2)) = ν−((x1, x2)).

再令 x1 → −∞ 且 x1 ∈ Λ, 则有 µ+, ν+, µ−, ν− 的分布函数分别在它们共同的连续点上相同, 而不连续点
至多可数, 所以 µ+ = ν+, µ− = ν−, 也即 µ = ν. □

10.2.5 设一族概率测度 {µn : n ∈ N} 满足 µn ({0}) =
1

2
µn ({n}) (∀n ∈ N), 试讨论 {µn} 及其特征函数的收

敛性.
证明: 题目表述不清, 此时只考虑 {y ∈ R : µn({y}) 6= 0} = {0, n} 的情况. 我们有

fn(u) =

∫
R
eixuµn(dx) =

2

3
eiun + 1

3
=

1

3
+

2(cos iun+ sin iun)
3

,

因此 fn 不收敛, µn 也并非淡收敛. □

10.2.6 设 Xλ 是均值为 λ 的服从 Poisson 分布的随机变量, 试证: 当 λ → ∞ 时, Xλ − λ√
λ
按分布率收敛向

标准正态分布.
证明: 设 fλ 为 Xλ 的特征函数, 则 fλ(u) = exp(λ(eiu − 1)). 根据命题 10.1.2, xλ − λ√

λ
的特征函数为

ei(−
√
λ)ufλ

(
u√
λ

)
= exp

(
λ

(
e

iu√
λ − 1− iu√

λ

))
.

再根据 Taylor 展开可得

lim
λ→∞

λ

(
e

iu√
λ − 1− iu√

λ

)
= lim

λ→∞
λ

(
−u

2

2λ
+ o

((
iu√
λ

)2
))

= −u
2

2
.

而 e−u2

2 是标准正态分布的特征函数且在零点连续, 故由推论 10.2.5, 当 λ → ∞ 时, Xλ − λ√
λ
按分布律收敛

向标准正态分布. □

§ 10.3 中心极限定理

10.3.1 证明推论 10.3.13 和推论 10.3.14.
证明: 设 Xnk 的特征函数为 fnk(u), Xnk − ank 对应的特征函数为 gnk(u), 则

kn∏
k=1

fnk(u) = exp
{

kn∑
k=1

ianku+

kn∑
k=1

ln gnk(u)
}

= exp
{

kn∑
k=1

ianku+

kn∑
k=1

∫
R

eiux − 1− iux
x2

µk(dx)
}
.

其中 µk 是有限 L-S 测度, 且 µk({0}) = DXnk, µk(R\{0}) = 0.
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推论 10.3.13 的证明: 由连续性定理,
∑
k

Xnk
D−−→ ξ 的充要条件是

kn∏
k=1

fnk(u) → fξ(u), 令 ξ ∼ N(a, δ),

则

fξ(u) = exp
{
iau+

∫
R

eiux − 1− iux
x2

µδ(dx)
}
,

其中 µδ({0}) = δ, µδ(R\{0}) = 0. 故
∑
k

Xnk
D−−→ ξ 的充要条件为

∑
k

ank → a 且
∑
k

µk
v−−→ µδ. 后者即

对一切不以 0 为端点的连续区间 I ⊂ R,
∑
k

µk(I) → µδ(I), 也即

∑
k

∫
|x−ank|⩾ε

|x− ank|2PXnk
(dx) → δ1{|ank|⩾ε}.

再令 δ → 0, 则 ξ
D−−→ a, 此时上式变为∑

k

∫
|x−ank|⩾ε

|x− ank|2PXnk
(dx) → 0.

推论 10.3.14 的证明: 令 η ∼ P(λ), 由连续性定理,
∑
k

Xnk
D−−→ η 的充要条件是

kn∏
k=1

fnk(u) → fη(u),

其中

fη(u) = exp
{
iλu+

∫
R

eiux − 1− iux
x2

µη(dx)
}
,

其中 µη({1}) = λ, µη(R\{1}) = 0. 故
∑
k

Xnk
D−−→ η 的充要条件为

∑
k

ank =
∑
k

EXnk → λ 且
∑
k

µk
v−−→

µη. 后者即对一切不以 1 为端点的连续区间 I ⊂ R,
∑
k

µk(I) → µη(I), 也即

∑
k

∫
|x−1|⩾ε

x2dPXnk−EXnk
→ 0.

(实际上书中推论 10.3.14 的积分区域有误, λ 应为 1). □

10.3.2 若 Xn 在 [−n, n] 上均匀分布, n ∈ N, 试证 {Xn} 满足 Lindeberg 条件.
证明: 我们有

EXn = 0,DXn =
n2

3
, s2n =

n∑
k=1

DXn =
n∑
k=1

k2

3
.

下面验证其满足 Lindeberg 条件. 我们有

gn(ε) =
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x−EXk|⩾εsn

|x− EXk|2dPXk

=
1

s2n

n∑
k=1

∫
|x|⩾εsn

|x|2dPXk

=
2

s2n

n∑
k=1

∫ n

εsn

x2dx

=
2

3s2n

n∑
k=1

max{k3 − (εsn)
3, 0}.



测度与概率 习题参考答案 第十章 特征函数和中心极限定理 ·133·

由于 s2n → ∞ 当 n→ ∞, 故上式仅有有限项非零项, 因此 gn(ε) → 0, 故 Lindeberg 条件成立. □

10.3.3 设 {Xn : n ∈ N} 是一列相互独立的随机变量, Sn =
n∑
k=1

Xk, s2n =
n∑
k=1

DXk, 判断

Sn − ESn
sn

D−−→ N

在下列哪种情况下成立:

(i) P
(
Xk = −2k

)
= P

(
Xk = 2k

)
=

1

2
, k = 1, 2, · · · ;

(ii) P
(
Xk = −2k

)
= P

(
Xk = 2k

)
= 2−(k+1),P (Xk = 0) = 1− 2−k, k = 1, 2, · · · ;

(iii) P
(
Xk = −2k

)
= P

(
Xk = 2k

)
=

1

2
k−

1
2 ,P (Xk = 0) = 1− k−

1
2 , k = 1, 2, · · · ;

证明: 我们只需逐一验证 Lindeberg 条件.

(i) 我们有 EXk = 0, DXk = 4k, 则 s2n =
4n+1 − 4

3
. 只需取 ε <

3

4
, 就有

1

s2n

n∑
k=1

E[|Xk − EXk|2; |Xk − EXk| ⩾ εsn] =
1

s2n

n∑
k=1

4k1{4k⩾εsn} 9 0.

因此不满足 Linderberg 条件.

(ii) 我们有 EXk = 0, DXk = 2k, 则 s2n = 2n+1 − 2. 只需取 ε <
1

2
, 就有

1

s2n

n∑
k=1

E[|Xk − EXk|2; |Xk − EXk| ⩾ εsn] =
1

2n+1 − 1

n∑
k=1

2k1{2k⩾εsn} 9 0.

因此不满足 Linderberg 条件.

(iii) 我们有 EXk = 0, DXk = k
3
2 , s2n =

n∑
k=1

k
3
2 = O(n

5
2 ). 我们有

gn(ε) =
1

s2n

n∑
k=1

E[|Xk − EXk|2 : |Xk − EXk| ⩾ εsn] =
1

s2n

n∑
k=1

k
3
21{Xk⩾εsn}.

又
n

sn
∼ O(n− 1

4 ), 故求和项至多有限. 因此 gn(ε) → 0.

0 因此第 (iii) 种情况满足 Sn − ESn
sn

D−−→ N . □

10.3.4 设 {Xn : n ∈ N} 是一列 i.i.d. 的随机变量, X1 服从参数为 1 的 Poisson 分布, 对这一随机变量序列
应用定理 10.3.12 (Lyapunov 定理), 证明:

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
=

1

2
.
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证明: 我们知道 EXk = 1, DXk = 1, 故 sn = n. 因此

1

s3n

n∑
k=1

E|Xk − EXk|3 = n− 3
2 · nE|X1 − EX1|3 =

E[X1 − EX1]
3 + 2P(X1 = 0)√
n

→ 0,

故
∑n

k=1(Xk − EXk)

sn
=

∑n
k=1Xk − n√

n

D−−→ N . 因此

e−n
n∑
k=0

nk

k!
= P

(
n∑
k=1

Xk ⩽ n

)
= P

(∑n
k=1Xk − n√

n
⩽ 0

)
→ 1

2
.

□

10.3.5 证明形如 eψ(u) (其中 ψ(u) =

∫
(eiux − 1− iux)

x2
µ (dx), 即教材本节的 (*) 式) 的特征函数是无穷可

分的.
证明: 考虑 ∀0 < ε < 1, 我们有

I1 :=

∫ 1/ε

ε

eiux − 1− iux
x2

µ(dx) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

eiuξk − 1− iuξk
ξ2k

µ((xk, xk+1]),

其中 ε = x0 < x1 < · · · < xn =
1

ε
, xk ⩽ ξk < xk+1, k = 0, 1, · · · , n− 1, 且 sup

k
{xk+1 − xk} → 0. 令

bn,k = ξk, λn,k =
µ((xk, xk+1])

ξ2k
, an,k = −µ((xk, xk+1])

ξk
,

再注意到, 若考虑独立的 Poisson 分布随机变量列 {Yn,k : k ∈ N ∩ {0, n − 1}}, 其中 Yn,k 服从参数为 λn,k

的 Poisson 分布. 令 Xn,k = bn,kYn,k, 则其特征函数的对数为

ln fXn,k
(u) = λn,k(eibn,ku − 1) =

eiuξk − 1

ξ2k
µ((xk, xk+1]).

再令 I1,n :=
n−1∑
k=0

eiuξk − 1− iuξk
ξ2k

µ((xk, xk+1]),则 exp {I1,n}是
n−1∑
k=0

(Xn,k+an,k)的特征函数. 且 exp
{
lim
n→∞

I1,n

}
=

exp {I1}.

类似地令 I2 :=

∫ −1/ε

−ε

eiux − 1− iux
x2

µ(dx), 则 exp {I2} 也是某个由有限个独立的 Poisson 型特征函数

的乘积的极限.
再令 ε→ 0, 现在我们有 ψ(u) = lim

ε→0
(I1 + I2)−

1

2
u2µ({0}). 显然特征函数 exp

{
−1

2
u2µ({0})

}
是退化

分布的特征函数, 其无穷可分. 下面考虑 I1, I2.

我们知道 Poisson 分布也是无穷可分的, 那么 Xn,k + an,k 无穷可分, 进而
n−1∑
k=0

(Xn,k + an,k) 无穷可分.

因此只要能够证明无穷可分律的极限仍是无穷可分律即可 (这实际上是定理 10.3.16, 但书中未给出证

明). 考虑收敛到某个特征函数 f(u)的无穷可分的特征函数序列 {fn(u)},记 (fn(u))
1/m = exp

{
1

m
Ln fn(u)

}
,

我们有 Ln fn(0) = 0, 因此 ∀m, 当 n → ∞ 时有 (fn(u))
1/m → (f(u))1/m. 由于 fn 是无穷可分的, 因此 ∀n,

(fn(u))
1/m 是特征函数. 由于 (f(u))1/m 在 0 处连续, 根据习题 10.1.7可知 (f(u))1/m 也是特征函数, 因此

f(u) 无穷可分.
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因此无穷可分律的极限仍是无穷可分律. 我们知道 eI1 是无穷可分特征函数, 故 lim
ε→0

eI1 也是无穷可分

特征函数, 类似地, lim
ε→0

eI2 也是无穷可分特征函数. 故

eψ(u) =
(
lim
ε→0

eI1
)
×
(
lim
ε→0

eI2
)
× exp

{
−1

2
u2µ({0})

}
是无穷可分的. □

10.3.6 设特征函数 f 是无穷可分的, 试证: ∀u, f(u) 6= 0.
(提示: 考虑 g(u) = |f(u)|2, 证明它仍是无穷可分的, 且 g(u) 恒不为零.)
证明: 由于 f 是无穷可分的, 故 ∀n ∈ N, ∃fn, s.t. f = fnn . 令 g = |f |2, gn = |fn|2, 以及 h := lim

n→∞
gn =

1{g>0}. 我们知道 g, gn 均是实特征函数, 则它们连续且 g
1
n = gn 唯一. 又 g(0) = 1 且 g 在 0 处连续, 故 h

在 0 处连续. 根据推论 10.2.5 可得 h 是特征函数, 因此其连续. 又 h(0) = 1, 因此 h ≡ 1. 故对任意 u 有
gn 6= 0, 因此 ∀u, f(u) 6= 0. □
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